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Pour u € C, @ désigne le complexe conjugué de u. La fonction cisoide et la fonction sinus cardinal

sont définies par
sin x

cisx =cosx + i sinx et sincx =
T

CONVOLUTION, TRANSFORMEE DE FOURIER ET INVERSE
On considere des fonctions £ — €. On note f*g la convolution de f par g, tandis que la transformée
de Fourier de f est notée F(f). Les formules varient suivant le type d’espace:
— non échantillonné et non périodique (E = IR):
F(f) est non échantillonnée et non périodique.

+oo
(Fea)®= [ Feglt—s)ds (teR)
oo
F(f) ) = /_ F(t) exp|—2mi ut] dt (weR)
f(t) = o F(f)(u) exp[+2mi ut] du (teR) .

— non échantillonné et périodique de période T (E = IR/TZL, I’ensemble des réels modulo T') :
F(f) est échantillonnée de pas 1/T et non périodique.

(f*g)(t / ft)g(t—s)d (t e R/TZ) ,
F(F)(/T) = / F(t) exp[—2ni 2t/T] dt (zem) ,
Z F(f)(z/T) exp[+2mi zt/T] (te R/TZ) .

F(f)(2/T) correspond au coefficient ¢, de la série de Fourier.
— échantillonné de pas A et non périodique (E = AZZ, ’ensemble des multiples de A):
F(f) est non échantillonnée et périodique de période 1/A.

+oo
(fxg9)(28) = Z fyA)g(zA —yA) (2€Z) ,
+oo
F(f)w)= > f(zA) exp[-2miuzA] (ue IR/AZ) |
f(zA)=A e F(f)(u) exp[+27mi uzA] du (z€7) .

0

Ce cas correspond au précédent (avec A = 1/T) par interversion des domaines temporel et
fréquentiel.

— échantillonné de pas A et périodique de période NA (E = AZL/N AZZ, ensemble des multiples
de A modulo NA):



F(f) est échantillonnée de pas 1/NA et périodique de période 1/A.

(f*9)@h) = 1 O FyA)g(zA — yA) (6=0,...,N=1) ,
y=0
N-1
F(W/NA) = <1 3 f@d) expl-2miva/N]  (v=0,...,N~1),
=0
N—-1

PHASE ET AMPLITUDE
L’amplitude de Fourier A(f) et la phase de Fourier ®(f) sont définies comme suit :

A(f)(a) = [F(f))| et F(f)(u) = A(f)(u) - exp[i @(f)(u)]
L’amplitude de Fourier est & valeurs réelles non-négatives, tandis que la phase de Fourier est & valeurs
réelles modulo 27 (c’est un angle). Pour f & valeurs réelles, on a F(f)(—u) = F(f)(u), et alors:

AN (=uw) = A(f)w) et B(f)(-u) = =(f)(u) .
FILTRE PASSE-BAS

Soit @ la fréquence de coupure. On définit la fonction PBy par

in 2
PBy(z) = smﬂ-;rﬁa: = 26 sinc(2nfz) .

La transformée de Fourier de PBy vérifie

F(PBy)(u) = { - IZ} S A
La convolution par PBy opeére donc un filtre passe-bas idéal a fréquence de coupure 6.
ECHANTILLONNAGE ET PERIODISATION
Soit f: IR — IR, et soit fa : AZ — IR V’échantillonnage de f de pas A, défini par fa(zA) = f(zA)
pour z € Z; la fréquence d’échantillonnage est 1/A. La transformée de Fourier de fa est obtenue a
partir de celle de f par périodisation de période 1/A (et division par A):

FUAw =5 Y FPu—z/A) .

z=—00
Soit v la plus petite fréquence > 0 telle que F(f) s’annule en dehors de Uintervalle [—-v,+v]. Il y a
repli de spectre (donc perte d’informations) pour 1/A < 2v, tandis que pour 1/A > 2v on a

FUaW = xF(PW)  pour wel-v+]

et ainsi f peut étre obtenu a partir de fa par filtre passe-bas a fréquence de coupure 1/2A (et multi-
plication par A). C’est le théoréme de Shannon (di aussi & Kotelnikov, Nyquist, ...). La fréquence
2v est la plus petite fréquence d’échantillonnage telle qu’il n’y ait pas de perte d’informations a
I’échantillonnage; on ’appelle fréquence de Nyquist. Le filtre passe-bas & fréquence de coupure
1/2A vérifie

A - PByjya(z) = sinc(nz/A)
et son application & fa donne la formule d’interpolation de Whittaker :

+oo
=Y fA(zA)sinc[@] .

Z2=—00



