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Les images binaires sont considérées comme des parties d’'un espace £ = R ou 7%, dont l'origine
est notée o. Etant donné un point p € E, la translation par p transforme un point g en g + p et une

partie X de E en sa translatée par p, notée X,, définie par
X,={z+plreX}.

En particulier, la translation par l'origine o est l'identité. Le complément d’un ensemble X C F,
noté X¢, est ’ensemble E \ X. Le symétrique ou le transposé d’un ensemble B C F est I'ensemble
B défini par

B={-b|be B} ;
notons que B = B et (Bp)Y = (B)_,.
OPERATIONS DE MINKOWSKI, DILATATION, EROSION

L’addition et la soustraction de Minkowski sont les deux opérations binaires @, & définies sur les

parties de £ comme suit: pour X, B C F on a

XeB=]JX,,
beB

U B. .
zeX
={z+b|zeX,be B} ;
XoB= ﬂbe,
beB
—{peE|B,C X} .

Tant les images binaires (figures) que les éléments structurants sont des parties de E; pour un élément
structurant B, les opérateurs ég : X — X @ B et eg : X — X 6 B de transformation de figures sont
appelés la dilatation par B et I’érosion par B. On appelle X @ B et X © B le dilaté et I’érodé de X
par B.

Les principales propriétés de @ et © sont les suivantes (X,Y, A, B et X;, ¢ € I, sont des

ensembles, tandis que p, ¢ sont des points):

Cas des points:
{pte{d={r+da};

{prefd={p-a;
X @ {p} = Xp;
Xoe{pt=X_, .
Invariance par translation:
(X@B),=X,8B=X&B, :
(XeB),=X,oB=X6B_, .
Donc la translation de I'image X peut étre effectuée avant ou apres la dilatation (ou 1’érosion), ce

qui donne le méme résultat.



Commutativité, associativité:
A®B=B®A;

Xp(AeoB)=(X@A) @B ;

Xo(A®B) =(XcA6B.
Donc dilater par A @ B revient a dilater successivement par A puis par B, et méme chose pour
Iérosion par A ® B.
Adjonction:

X®BCY <= XCYoeB.

En d’autres termes, le dilaté de X est dans Y si et seulement si X est dans I’érodé de Y.

Alternance:

(XeB)eB)eB=X@®B; (XoeB)@B)eB=X6B.

Croissance:

Pour X CY et AC Bon a:
XPACY DA,

X6ACYecA,;
XPACXPB ;
Xo0ADXoB.
Donc la dilatation et 1’érosion préservent la relation d’inclusion entre figures, et quand on augmente

I’élément structurant, le résultat de la dilatation augmente tandis que celui de ’érosion diminue. Il

s’ensuit en particulier que

0eEB — X6eBCXCX®B.

Distributivité sur ’union ou l’intersection:

(UXi)EBBZ U(Xi@B) ;

€T €T
(ﬂXz) ©oB= ﬂ(Xi@B) ;
€L €T
xe(Us)=Uxen);
€T €T
X5 (U Bi) = ﬂ(X@Bi) .
i€T i€

Dualité par rapport a la complémentation:
(X®B)=X°SB ;
(X©B)=X“9B ;
(X@B)*=X0B ;
(X‘oB*=XaB .
Donc dilater la figure revient a éroder le complément, mais cette fois avec ’élément structurant

transposé. En combinant cette propriété avec la deuxieéme définition de &, on obtient:

XeB={pecE|(B),NnX#0} .



Théoréme de Matheron:

Toute transformation d’ensembles, croissante et invariante par translations, se décompose en une
union d’érosions, c.a.d.: étant donnée 1) : P(E) — P(FE) telle que X C Y implique ¢(X) C(Y), et
Y(Xp) = ¥(X)p, alors il existe B C P(E), une famille d’éléments structurants, telle que pour tout
XCFona

v(X)=J(xoeB).

BeB
Grace a la dualité par rapport a la complémentation, cette transformation se décompose en une
intersection de dilatations: il existe A C P(FE), une famille d’éléments structurants, telle que pour
tout X C F on a

P(X)= () (XaA4) .

AcA

TRANSFORMEE EN TOUT OU RIEN

La transformée en tout ou rien (en anglais, hit or miss transform) est une opération algébrique

utilisant deux éléments structurants. Elle est définie comme suit:

X®(A,B)={peE|A,CXetB,C X},
=(XoA)nN(X°oB) =XocA)\(XeDb).

On suppose que AN B = (), sinon X ® (A, B) = 0. L’opérateur X — X ® (A, B) est la transformée
en tout ou rien par (A, B). Si on construit un masque M sur AU B, ou les points de A sont marqués
1 et ceux de B sont marqués 0, alors en considérant X comme une figure binaire, X & (A, B) sera
I’ensemble des points p dont le voisinage se conforme avec le masque M positionné en p.

Les principales propriétés de @ sont les suivantes (X, A, B sont des ensembles, tandis que p

est un point):
Invariance par translation:
(X& (A, B))p =X,®(A,B)=X®(A_,,B_,) .
Donc la translation de I'image X peut étre effectuée avant ou apres la transformée en tout ou rien,
ce qui donne le méme résultat.
Théoréme de Banon-Barrera:

Toute transformation d’ensembles, invariante par translations, se décompose en une union de trans-
formées en tout ou rien, c.a.d.: étant donnée ¢ : P(E) — P(E) telle que ¥(X,) = ¢(X),, alors il
existe F C P(E) x P(E), une famille de couples (4, B) d’éléments structurants (supposés disjoints:
AN B =), telle que pour tout X C F on a

(A,B)eF

OUVERTURE, FERMETURE

On définit les opérations binaires o et e par
XoB=(XoB)® B,

= {ByIp€Eet B, C X} ;
XeB=(X®B)oB .



Donc X o B est la réunion des translatés de B inclus dans X. Pour un élément structurant B,
les opérateurs vg : X — X o B et pg : X — X e B de transformation d’ensembles sont appelés
I'ouverture par B et la fermeture par B.

Les principales propriétés de o et e sont les suivantes (X, Y, B sont des ensembles, tandis que

p est un point):

Invariance par translation:
(XoB),=X,0B,

(XeB),=X,eB ;
XoB,=XoB,
XeB,=XeD .

Donc la translation de I'image X peut étre effectuée avant ou apres 'ouverture (ou la fermeture), ce
qui donne le méme résultat. De plus, la position de I’élément structurant (par rapport a lorigine)

n’intervient pas.

Croissance:

Pour X CY on a:
XoBCYoB

XeBCYeB.
Donc 'ouverture et la fermeture préservent la relation d’inclusion entre figures.
Extensivité, anti-extensivité:
XoBCXCXeD .
On dit que 'ouverture est anti-extensive tandis que la fermeture est extensive.

Idempotence:
(XoB)oB=XoB ;

(XeB)eB=XeB .

L’ouverture et la fermeture sont idempotentes, c.a.d. 7% = v et % = ppg.

La propriété d’alternance de la dilatation et de 1’érosion donne:
(X®B)oB=(XeB)®B=X®B ; (XoB)eB=(XoB)eB=X6&B .

Dualité par rapport a la complémentation:
(XoB)=XeB ;

(XeB)*=X0B ;
(X°oB)=XeDB ;
(X°eB)=XoB .
Donc faire une ouverture sur la figure revient a faire une fermeture sur le complément, mais cette

fois avec ’élément structurant transposé. En combinant cette propriété avec la deuxieme définition

de o, on obtient:
XeB=(JlB) | peEet (B), CXY}) .

Donc X e B, la fermeture de X par B, peut étre obtenue en balayant 1’élément structurant transposé

B a lintérieur du complément X¢, et en prenant la surface qui n’a pas été balayée.



Théoreme de Serra-Matheron:
Toute transformation d’ensembles, croissante, anti-extensive, idempotente et invariante par transla-
tions, se décompose en une union d’ouvertures par des éléments structurants, c.a.d.: étant donnée
b P(E) — P(E) telle que X C ¥ implique $(X) C $(Y), ¥(X) C X, $((X)) = v(X), et
Y(X,) = ¥(X),, alors il existe B C P(E), une famille d’éléments structurants, telle que pour tout
X CFEona

$(X) = |J (X0 B).

BeB
Grace a la dualité par rapport a la complémentation, toute transformation d’ensembles, croissante,
extensive, idempotente et invariante par translations, se décompose en une intersection de fermetures

par des éléments structurants.



