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Controle continu (corrigé)

I

On commence par calculer la table de vérité de f :

Ty | Tp | T3 | Xy | 12y | T1T2Ty | Tixowswy | f(2T1, T2, T3, T4)
0O]0|01]O0 0 0 0 1
01001 0 0 0 1
0Ol0 |10 0 0 0 1
0Ol0 |11 0 0 0 1
Ol1101|0 0 0 0 1
0Ol1|0]|1 0 0 0 1
O[1 |10 0 0 0 1
0O 1111 0 0 1 0
110010 0 1 0 0
1]101]0]1 1 0 0 0
110]11]0 0 1 0 0
110111 1 0 0 0
11010 0 0 0 1
1111011 1 0 0 0
11 1]1]0 0 0 0 1
1 1 1 1 1 0 0 0

On en déduit que le support est : Supp(f) = {0000, 0001, 0010,0011,0100,0101,0110,1100, 1110}

Donc les formes normales de f sont T1ToT3T4+T1ToT3T4+T1T2X3T4 +T1ToT3Tg+T1X2T3T4 +T1T2T3T4 +
T1T2T3T4 + T1XT2T3T4 + T1T2X3T4 €t

X1 +Xo+2T3+T4 %L1 +T2+ T3 +Ty*xT1 +To+T3+Tg*T] +To+T3+Ty*T1 +To+ T3+ Ty *xx1 +
To+ X3+ Ty *T1 +To+T3+Tyg*xT1 + T+ T3+ T4*xT1 + T2+ T3+ X4

On obtient le diagramme de Karnaugh suivant :

X2
—

Tq

€3

T1

Les monomes maximaux sont : T1To, T1T4, ToTg, T1T3

Les monémes centraux sont : T1To, ToT4, T1L3

On en déduit la simplification suivante : T1Z2 + £274 + T1T3 C’est la seule solution de taille minimale car
toutes les solutions contiennent au moins les monémes centraux et que celle-ci est composée uniquement
des monomes centraux.



II.

1.

II1.

(a) Fag (e,1)Fpy (I,11)
(b) Faz (I,€) b, (II1,1)
(¢) by, (6, ) by (I,ID) by, (I IID) by, (ZILIITD) b, (TITI,IIIIT)
Supposons que (I1, 1) soit un théoréme. Ce n’est pas un axiome donc une regle d’inférence a été
utilisée. Cela peut étre r1,r5 ou r3. Donc 'une des formules suivantes est un théoreme : (I, 1), (e, IT),
(II,¢). Dans les trois cas, ce ne sont pas des axiomes, et donc une régle d’inférence a été utilisée.
On en déduit dans les trois cas que (e, €) serait un théoréme. Mais c’est absurde car ce n’est pas un
axiome et aucune regle d’inférence ne peut étre utilisée. Notre hypothese est donc fausse et (I71,11)
n’est pas un théoréme. De maniére analogue on déduit que (I, 111) n’est pas un théoréme.
Prouvons par induction que si (m,n) est un théoréme alors (n,m) est aussi un théoréme.
— Si (m,n) est un axiome alors (n,m) est aussi un axiome.
— Supposons que (m,n) est un théoréme et que (n,m) est aussi un théoréme. Alors pour chacune
des regles d’inférence le couple mirroir de la conclusion est un théoréme car :
Cas r1. (nI,mlI) est un théoréme par application de la regle 7.
Cas 73. (n,mIT) est un théoréme par application de la regle r3.
Cas r3. (nll,m) est un théoréme par application de la regle rs.

. L’ensemble des théorémes du systéme est 'ensemble des couples (1%, %) oi1 a et b sont des entiers

de parités différentes.

. 1l faut montrer que pour tout théoréme est de la forme (I, I°), ot a et b n’ont pas méme parité et

que réciproquement pour tout couple (1, I°) tel que a et b n’ont pas méme parité, (1¢,I°) est un
théoréme.

(a) Prouvons par induction que tout théoréme est de la forme (1%, 1°) oll @ et b n’ont pas méme
parité.

i. C’est vrai pour les axiomes car ils sont bien de cette forme puisque 0 est pair et 1 est
impair.

ii. Supposons que (m,n) est de la forme (I%,I%) o1 a et b n’ont pas méme parité. Les trois
regles d’inférence préservent cette forme et la différence de parité :
— (I, I°) = (I*, 1" ) aveca’ =a+1et b =b+ 1.
— (I°I1,1%) = (I*,I") avec @' = a + 2 et b/ =b.
— (I, 1°11) = (I*, 1" ) avec @’ = a et b/ = b+ 2.

(b) 11 faut démontrer que si a et b n’ont pas méme parité alors (1%, I°) est un théoréme. Si a < b
en appliquant a fois la régle 71 on obtient (e, I°~%). Sinon de maniere symétrique on obtient
(1'%, ¢). Comme a et b n’ont pas méme parité b — a est impair donc b — a = 2k + 1. Par k
applications des regles r9 ou r3, on obtient (e,I) ou (I,€). On a bien des théorémes puisque
ces formules sont des axiomes.

Les hypotheses sont :
l.r—(pVj)=TVpVj
2. p—=(rAc)=pVrne)=(mVr)A(pVe)
3.c—(pV—-j)=cVpVjy
La conclusion est p donc sa négation est p.
Voici une dérivation menant a L :
TVpVi pVr,pVe, eVpVi, P
FVpVj, pVvr, pVe eVpVy, P, c
rVvpVij, pVr,pVe VPV, D, c T
FVpVj, pVr, pVe, VPV, D, ¢, r, pVj
FVpVj, pVr, pVe, eVpV], P, c,r,pVi cVp
FVpVj, pVr, pVe eVpVi, P, c, ™, pVi EVp, p
TVpVj, pVr,pVe eVpVy, p, ¢, pVi eVp, p, L

Le raisonnement est donc correct.



