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Corrigé

(1) On utilise les faits énoncés dans le support de cours 2 (fonctions) ou dans la leére feuille de TD.
(#i1) = (4,41): Comme Id, est bijective et go f = Ida, go f est & la fois injective et surjective,
donc f est injective et g est surjective.

(i) = (4i1): Pour tout a € A, on a f(g(f(a))) = f(a), et comme [ est injective, cela implique
que g(f(a)) = a pour tout a € A, donc go f =1Ida.

(1) = (i4i): Comme g est surjective, pour tout a € A il existe b € B tel que a = g(b), et
g(f(g(b))) = g(b); alors g(f(a)) = g(f(g(b))) = g(b) = a pour tout a € A, donc go f = Ida.

Remarques:

(a) Certains ont voulu “prouver” que f et g sont des bijections inverses I'une de Pautre, c.-a-d.
gof=1dset fog= Idpg. Cela n’est pas nécessairement vrai, par exemple les applications
f IN—-N:n—2netg: IN—IN:n— |[n/2] satisfont les propriétés de ’énoncé, mais ne

sont pas bijectives.

(b) L’énoncé prouvé en TD:
“f + A — B est injective si et seulement s’il existe une application g : B — A telle que
go f=1dy”
permet de prouver que (i) = (i) mais pas que (i) = (¢ii). En effet, rien ne dit que
Papplication g de cet énoncé (qu'en TD nous avons construite & partir de f) soit la méme
que celle donnée dans cet exercice-ci. C’est le méme faux raisonement que dans la déduction
fictive ci-dessous:
Tout Francais a un cousin Belge.
Martin est Francais, Durand est son cousin.
Donc Durand est Belge.
En effet, il se peut bien que Durand soit Frangais, mais que Martin ait un autre cousin,
Vandeputte, qui soit Belge. On dira la méme chose pour ’énoncé:
“g: B — A est surjective si et seulement s’il existe une application f : A — B telle que
gof=1dy"
qui prouve que (iii) = (i%) mais pas que (it) = (i4i).

(¢) On peut en fait montrer que pour f: A — B et g: B — A, les 3 propriétés suivantes sont
équivalentes :

(i) f est injective et fogo f = f.
(1i) g est surjective et go fog=g.
(i) go f = Ida.



(2) Voici deux preuves que ce nombre vaut 20+ — 29 — 20 + 1 = (22 —1)(2° —1):
lére preuve: Pour X CAUB,onaXNA=0 & XCBetXNB=0 & X CA. Donc
{XCAUB|XNA#0, XNB#0} =P(AUB)\ [P(A)UP(B)] .
On a P(A)NP(B) =P(ANB) ={0}. La formule d’inclusion-exclusion donne
card(P(A) UP(B)) = card(P(A)) + card(P(B)) — card(P(A) N P(B)) =2°+2" -1 ,
et comme P(A)UP(B) C P(AU B), on obtient
card [P(A UB)\ [P(A)UP(B)] ] = card(P(AU B)) — card(P(A) UP(B))
=200 (27 420 1) =(2"-1)(2° 1) .
2éme preuve: On a une bijection entre P(AU B) et P(A) x P(B) donnée par

f:P(AUB) - PA) xPB): X — (XNAXNB) ,
g:P(A) xP(B) —-PAUB):(Xa,Xp)— XaUXp .

En effet, pour X € P(AU B), on a
g(f(X)=(XNAUXNB) =XN(AUB)=X ,
tandis que pour (X, Xp) € P(A) x P(B), on a

f(9(Xa,Xp)) = ((XaUXp)NA (XsaUXp)NB)
= ((XAQA)U(XBQA),(XAQB)U(XBQB)) = (XAU@,(Z)UXB)Z (XA,XB) .

Donc go f et fog donnent ’identité, et ainsi f et g sont des bijections inverses I'une de 'autre. Pour
X € P(AUB),ona XNA# Det XNB # Ossi f(X) = (XNA,XNB) € [P(A)\{0}] x [P(B)\{0}].
Ainsi

card ({X CAUB|XNA#£D, X0 B #0}) =card [P(4)\{0}] x [P(B)\ {0}])
= card(P(A)\ {0}) - card(P(B) \ {0}) = (2* - 1)(2" — 1) .

(3) (a) On dessinera les axes x et y, un point de coordonnées (z,y), son symétrique (—x,y) par
rapport & 'axe des y, son symétrique (x, —y) par rapport a 'axe des z, et enfin des fleches de (z,y)
a (—z,y) et & (x,—y). On voit alors que S est la disjonction des deux symétries par rapport aux

deux axes.

(b): S est la disjonction de deux symétries, elle est symétrique. On vérifie que
[(z,9) S (,y)] = [(@,y) = (~z,y) ou (2',¢) = (z,~y)]
= [(x,y) = (=2",y") ou (z,9)= (", ~y)] = [(@"¥) S (x,9)] .

Cela se voit aussi sur le graphique (a).



(c): Ona(r,y) S (¢',y) ssil existe (”,y") € R avec (z,y) S (@.y") ot (@".y") S (@.y)).
Cela donne Vo Yo
(", y") = (—2,y) ou (¢",y") = (z,~y)]
et
[(l‘/,yl) — (—Jfll,y”) ou (a:',y’) — (3?”, _y/l)} .

On obtient 4 possibilités :

(@, y") = (—z,y) et (2'y)=(=2"y"),
(",y") = (z,~y) et (') =(=2",y") ,
(@",y") = (—z,y) et (2',y)=(",-y") ,
(@",y") = (z,~y) et (@"y)=@",-y") .

Les ler et 4eme cas donnent (2’,y') = (z,y), tandis que les 2¢éme et 3éme donnent(z’,y’) = (—z, —y).
Donc

[(z,y) $* ()] = [(@",y) = (x,y) ou (z'.¢)=(~z,~y)] .
On peut aussi obtenir ce résultat au moyen du graphique (a).

(d): Ona

[(z,y) SUS* (2',y)] <= [(@',¢) = (x,y) ou (2',¢) = (=)
ou (¢,y)=(z,—y) ou (z',¢)=(-=z,—y)| ,
c.-a-d.
[(z,y) SUS? («',y)] <= (2|, Iy']) = (], |y]) .

Dans le graphique (a), cela signifie que (z,y) et (z/,y’) sont symétriques par rapport & un des deux
axes T ou y, ou par rapport a l'origine. Sous cette forme, on voit facilement que S U S? est une
relation d’équivalence, en particulier elle est transitive. Comme la fermeture transitive S* de S doit
contenir S et S2, on en déduit que S U S? est cette fermeture transitive.

On peut aussi montrer que S = S (en appliquant la méme méthode qu’en (c), avec (z,y) S?
(", y") et (z",y") S (2',9')). On en déduite alors que S* = 52, S° = S, etc., donc pour n > 1,
S™ = S pour n impair et S™ = S2? pour n pair. Alors

St=|J s"=5us?usiustu...=5uUs*.
nelN*



