L3I COMBINATOIRE — 7: EQUIVALENCES ET ORDRES
Christian RONSE, ICube, Département d’Informatique de I’Université de Strasbourg

Soit E un ensemble. Une partition de E est un ensemble 7 C P(E) de parties de E appelées classes,
telles que:

(a) Chaque classe est non-vide: VC € «, C # ().

(b) Les classes sont mutuellement disjointes: VC,C" € m, C #C' = CNC' = .

(c) L’ensemble des classes recouvre tout 'ensemble F: |Jm = F.
Une définition équivalente est que I’ensemble vide () n’est pas une classe et tout élément de E ap-
partient a une et une seule classe. Notons que si E est vide, 'unique partition de E est vide (il n’y
a aucune classe). Par contre, pour E # (), une partition ne sera jamais vide (il y a au moins une
classe), et les cas extrémes de partitions sont la partition universelle {E} (dont I'unique classe est
tout 'ensemble) et la partition identité {{z} | x € E} (dont les classes sont les singletons). Citons
d’autres exemples de partitions:

— celle de Z en 4 classes de congruence modulo 4;

— celle de IR en les 2 classes des nombres > 0 et des nombres < 0;

— étant donnés deux ensembles A et B et une application f : A — B, les ensembles f~({b}) =

{a € A| f(a) =b}, o b € Im(f), constituent une partition de A.

Une relation d’équivalence est une relation réflexive, symétrique et transitive. Par exemple
sur un ensemble quelconque E, I'égalité (ou identité) = et la relation universelle £ x E sont deux
relations d’équivalence ; par ailleurs le parallélisme en est une sur ’ensemble des droites du plan
euclidien, et la congruence modulo 4 en est une sur Z.

Etant donnés un ensemble E et une relation d’équivalence R sur E, pour tout x € E, on
définit la classe d’équivalence de x par rapport a R comme ’ensemble

[z]r={yc E|y Ra} .
Notons que z € [z]gr (car R x par réflexivité). Pour z,y € E, on a

yerlr = z€ylr = [FrNr#0 <= [zlr=[Ylr . (A)

Eneffet, € [ylp © 2Ry & y Rz & y € [z]g (par symétrie); dans ce cas pour z € [z]g,
onazRuxetaz Ry, donc z Ry (par transitivité), c.-a-d. z € [y]g, ainsi [z]r C [y]r; de méme on
aura [y|g C [z]g, d’ou [z]r = [y]r. Réciproquement, si [x]g = [y]r, comme x € [z]r, on a x € [y|R.
Enfin, si [z]g N [y]r # 0, alors pour z € [z]g N [y]r, on a [z]g = [2]r = [y]r; réciproquement, si
[z]r = [y]r, alors z € [z]r N [y]r # 0.

Soit E/R = {[z|r | * € E} l'ensemble des classes d’équivalence de R. Par exemple dans Z,
les classes d’équivalence de la relation Z de congruence modulo n sont les n classes de congruence
modulo n, qui sont [0]»,...[n —1]». On a le résultat suivant:

Théoreme: Pour toute relation c?’équivalence R sur E, E/R est une partition de E. Réciproque-
ment, toute partition de E est 'ensemble E/R pour une unique relation d’équivalence R sur E.

En effet, comme = € [z]gr pour tout x € F, les classes [x]g sont toutes non-vides et elles
recouvrent E: |, cplz]r = E. Si [#]r N [y]r # 0, alors [z]r = [y]r par (A), donc les classes sont
mutuellement disjointes. Ceci montre que E/R est une partition. Si E/R = E/S pour deux relations
d’équivalence R et S, alors pour tout « € F, [z]s € E/R, donc [z]s = [y|r pour un y € E, et comme
x € [z]s = [y]r, on a [y|r = [z]r par (4), donc [z]s = [z]Rr, ce qui signifie que pour tout y € E,
yRx < y S x, donc R=S. Enfin, pour toute partition = de E, on définit la relation R sur F
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parz Ry < [ElC em, x,y € C}. On vérifie que R est une relation d’équivalence: elle est réflexive
(comme |7 = E, pour z € E, 3C € 7 avec x € C), symétrique (par définition) et transitive (si
xRyety Rz 3C,C" € wavec z,y € C et y,z € C’', ainsi y € CNC’, donc C = C" et x,z € C,
ce qui donne = R z). On a alors E/R = m, car pour tout « € E, [x]g est P'unique classe C' € 7 telle
que xz € C.

On a donc une bijection entre ’ensemble des relations d’équivalence sur E et celui des parti-
tions de F. Ainsi les notions de relation d’équivalence et de partition représentent la méme chose.

Les partitions sont ordonnées par raffinement. Etant données deux partitions m; et mo de F,
on dit que m est plus fine que mo, ou que mo est plus grossiere que iy, si toute classe de m est
incluse dans une classe de mo: VB € 71, 3C € w9, B C C'; de fagon équivalente, toute classe de o
est I'union d’une ou plusieurs classes de 7. L’ordre de raffinement sur les partitions correspond a
Pordre d’inclusion sur les relations d’équivalence: pour deux relations d’équivalence R et S, R C S
si et seulement si E/R est plus fine que E/S.

La partition la plus fine est la partition identité {{x} |z e P }, tandis la plus grossiere est la
partition universelle { E'} ; elles correspondent & la plus petite et la plus grande relation d’équivalence,
& savoir 1’égalité (ou identité) = et la relation universelle E x E.

Une intersection de relations d’équivalence sur E sera a nouveau une relation d’équivalence.
Etant donnée une relation R sur F, l'intersection de toutes les relations d’équivalence sur E qui
contiennent R sera la plus petite relation d’équivalence sur F contenant R; on l'appelle la relation

d’équivalence engendrée par R. Elle peut étre construite explicitement comme suit :

(RUR™)* = (IdURUR™" )" =IdU(RUR™")" = | ] JdURUR™" )" =1dU (] (RURT")" .
nenN* nenN*

En effet, RU R~ est la plus petite relation symétrique contenant R, donc sa fermeture réflexive et
transitive (RUR™1)* = (IdURU R )T = IdU (RUR™')T sera réflexive et transitive, tout en
restant symétrique. Par exemple, si on définit sur Z la relation R par xt Ry < y = x + 2, la plus
petite relation d’équivalence sur Z contenant R est la congruence modulo 2.

Un ordre large est une relation réflexive, anti-symétrique et transitive; un ordre strict est une
relation irréflexive et transitive. Par exemple :
— Sur IR, les relations < et > sont des ordres larges, tandis que < et > sont des ordres stricts.
— Sur I'ensemble P(A) des parties d’un ensemble A, les relations C et O sont des ordres larges,
tandis que C et D sont des ordres stricts.
— La relation “est un diviseur de”, notée |, est un ordre large sur IN'; ce n’en est pas un sur 7,
parce que z et —z sont diviseurs 'un de I'autre.
— Considérons les mots sur un alphabet A. Le mot M de longueur m est un préfixe du mot N
si M est formé des m premieres lettres de IV ; par exemple pour les mots sur I’alphabet usuel
{a,...,z}, le mot chat est préfixe de chatouiller. Cette relation est un ordre large.
Notons qu’un ordre strict .S vérifie une forme renforcée d’antisymétrie: pour a,b € E, on ne peut avoir
simultanément a S b et b S a (sinon par transitivité on aurait a S a, ce qui contredit 'irréflexivité).

Nous avons vu précédemment qu’il y a une bijection entre relations réflexives et irréflexives,
une relation réflexive R et une relation irréflexive S correspondent par R = IdU S et S = R\ Id,
c-a-d. a Rbssia Sboua=0>0etaSbssiaRDbetas#b Cette bijection fait correspondre les
ordres larges avec les ordres stricts. Donc on considerera toujours un ordre large < avec ’ordre strict
correspondant <, qui se définissent 'un I'autre par

a=xb <— [a%b ou a:b} et a<b <— [ajb et a#b]



On parlera donc en général d’une relation d’ordre et on dira que E est un ensemble ordonné. Quand
il n’y a pas de confusion possible avec 'ordre numérique sur IR, on pourra écrire un ordre large par
< et lordre strict correspondant par <, avec des variantes possibles comme C ou = pour l'ordre
large et C ou < pour 'ordre strict ; les négations de ces relations seront alors écrites £ et £ (ou Z,
2, Z, A)

La relation inverse d’un ordre large < est un ordre large noté >, donca > b < b < a. L’ordre
strict correspondant a > est I'inverse > de l'ordre strict < correspondant a <. On notera aussi 2,
>, D et > pour les inverses de C, <, C et <.

Deux éléments a et b de E sont comparables pour l'ordre < sionaa <b,a=boua >b. On
dit que l'ordre est total si deux éléments quelconques de E sont toujours comparables; on dit alors
que I'ensemble F est totalement ordonné et que E est une chaine. Par exemple I'ordre numérique <
sur IR est total. Silordre sur E n’est pas total (ou si sa totalité n’est pas garantie), on dira que c’est
un ordre partiel et que E est partiellement ordonné. Par exemple, pour un ensemble A de cardinal
au moins 2, I'ordre sur P(A) donné par 'inclusion est partiel, parce que pour a,b € A avec a # b,
{a} et {b} ne sont pas comparables: {a} ¢ {b}, {a} # {b} et {a} 2 {b}. L’ordre préfixe sur les mots
est partiel, deux mots commencant par des lettres différentes ne sont pas préfixes 'un de 'autre.

Etant donnés un ensemble A ordonné par < et un ensemble B ordonné par <, un isomorphisme
de (4, <) sur (B, =X) est une bijection f : A — B telle que pour a,a’ € A,onaa <d & f(a) <
f(a). Par exemple {1,2,3,6} ordonné par la relation | est isomorphe & P({a,b}) (ot a # b),
l'isomorphisme est donné par 1+ 0, 2 — {a}, 3 — {b} et 6 — {a,b}; cela se voit sur le diagramme
suivant, ou les fleches correspondent a l'ordre strict :

6 {a,b}
S N S N
2 T 3 {a} T {0}
N A N a
1 0

Soit F un ensemble ordonné par <. Un élément a de F est minimal si pour tout x € E on a
x £ a, et maximal si pour tout x € E on a x # a; il est minimum si pour tout z € E on a = > a,
et mazximum si pour tout z € E on a x < a. Notons qu'un minimum, s’il existe, est unique, et est
alors 'unique élément minimal ; en effet, si a est un minimum de F, pour tout b € E tel que b # a,
on aura a < b, donc b n’est pas minimal, et ainsi b £ a, donc b n’est pas minimum, ce qui implique
que x £ a pour tout z € E, donc a est minimal. De méme, un maximum, s’il existe, est unique, et
est alors I'unique élément maximal. Par contre, en ’absence de minimum (resp., maximum), il peut
y avoir aucun, un ou plusieurs éléments minimaux (resp., maximaux). Par exemple:
— Dans P(A) ordonné par l'inclusion, {) est le minimum tandis que A est le maximum.
— Dans IN ordonné par |, 1 est le minimum et 0 est le maximum.
— Dans P(A) \ {0, A} ordonné par l'inclusion, les éléments minimaux sont les singletons, et les
éléments maximaux sont les compléments des singletons.
— Dans IN\{0,1} = {2, 3,4, ...} ordonné par |, les éléments minimaux sont les nombres premiers,
mais aucun n’est minimum ; il n’y a aucun élément maximal donc pas de maximum.
— Dans {2,3,4,6,9} ordonné par |, les éléments 2 et 3 sont minimaux, tandis que 4, 6 et 9 sont
maximaux; il n’y a ni minimum ni maximum.
— ZZ, avec 'ordre numérique, n’a aucun élément minimal ou maximal (donc aucun minimum ou
maximum).

— Dans Z U {0’,1’} avec 'ordre numérique usuel sur 7, et 0' < 1/, 0’ est l'unique élément
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minimal, mais il n’est pas minimum, tandis que 1’ est I'unique élément maximal, mais il n’est

pas maximum.

Dans une chaine, la négation de < est > et celle de > est <, donc un élément est minimal si
et seulement s’il est le minimum (unique), et il est maximal si et seulement s’il est le maximum
(unique).

Dans un ensemble ordonné fini non vide F, il existe un élément minimal. En effet, on choisit
xo € F; si xgp n’est pas minimal, on choisit 1 € F tel que z1 < xp; si 1 n’est pas minimal, on
choisit 9 € E tel que x5 < x1, etc.; la suite xg, 21, x2, . . . doit s’arréter en un élément minimal. De
méme FE contient un élément maximal.

Une chaine finie E de cardinal n est isomorphe & n = {0,...,n — 1} (avec ordre numérique).
En d’autres termes, on peut écrire les éléments de E sous la forme zg, ... xn—1, avecz; <z; & < j.
On le prouve par induction. Pour n =0, E =0 = {} = 0, et l'ordre est vide. Supposons la propriété
vraie pour n, et montrons-la pour n + 1. Si card(E) = n + 1, on prend x,, € E maximal, donc
maximum. Comme card(E \ {z,}) = n et E\ {z,} est toujours une chaine, il est isomorphe &
n =1{0,...,n—1}. On étend cet isomorphisme & un isomorphisme entre F et n+1={0,...,n}, en
faisant correspondre z,, avec n.

Etant donné un ensemble fini ¥ avec un ordre partiel <, il existe un ordre total < sur F qui
contient <, c.-a-d. pour a,b € F, a <b = a <b. Clest ce qu’on appelle le tri topologique. Notons
que si card(E) = n, Uordre total sur E est isomorphe & n = {0,...,n — 1}, ce qui signifie qu’on peut
écrire les éléments de E sous la forme zg,...2,-1, avec x; < z; < 1 < j. Donc le tri topologique
signifie qu’on a la suite xg,...zy,—1 avec x; < x; = ¢ < j. La preuve de I'existence de ce tri se fait
par induction sur le cardinal de F, de fagon assez semblable a celle pour la chaine dans le paragraphe
précédent. Il existe un algorithme efficace pour faire un tri topologique, il se base sur un parcours
en profondeur.

Le tri topologique peut s’appliquer a 'ordonnancement dans le temps de taches qui sont
partiellement ordonnées par une relation de précédence. Un exemple amusant : quand on s’habille, il
existe un ordre partiel de précédence entre les vétements (calegon avant pantalon, chaussettes avant
chaussures, chemise avant pull, etc.); le tri topologique consiste & donner un ordre chronologique
entre les vétements, compatible avec cet ordre de précédence. Plus sérieusement, on peut utiliser
le tri topologique pour I'ordonnancement temporel de processus informatiques par un systeme d’ex-
ploitation, o on a une relation de précédence acyclique entre processus: a précede b si I'exécution
de b requiert le résultat de a.

Soient deux ensembles ordonnés A et B (on écrira < pour 'ordre tant sur A que sur B). On
peut ordonner le produit cartésien A x B de deux manieres. Tout d’abord I’ordre produit ou ordre

par composantes est donné par
(a,b) < (a',V) = [a<d et b<V]

En statistiques, cet ordre est appelé ordre marginal. Pour A et B ayant tous deux un cardinal > 2,
cet ordre ne sera jamais total. Ce produit est associatif, dans le sens que pour 3 ensembles A, B et
C, Vordre produit sur A x (B x C) coincide avec celui sur (A x B) x C. Si on fait un produit sur n
ensembles Aq,...,A,, Vordre sur A; x --- X A, sera alors donné par

(a1,...,a,) < (d,...,al) = Vi=1,...,n, a;<d]
L’autre maniére d’ordonner le produit A x B est ’ordre lexicographique donné par
(a,b) < (a',b") = (a <d ou [a=d et b< b']]
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L’intérét de cet ordre est que quand A et B sont des chailnes, le produit A x B avec l'ordre lexi-
cographique sera aussi une chaine. Par exemple quand on lit un livre, on peut coder chaque position
d’un caractere par le couple formé de son numéro de ligne (croissant de haut en bas) et de son
numéro de colonne (croissant de gauche & droite), et 'ordre de lecture sera lexicographique. Ce pro-
duit est a nouveau associatif, dans le sens que pour 3 ensembles A, B et C, 'ordre lexicographique
sur A x (B x C) coincide avec celui sur (A x B) x C. Pour un produit Ay x --- x A,, de n ensembles
Ay, ..., A,, Vordre lexicographique sera alors donné par

n

(a1,...,a,) < (ay,...,al) = (Eie{l,...,n}, a; < aj et [Vj<i, aj:a;-]]

Par exemple la comparaison de deux entiers avec n chiffres décimaux se fait par ordre lexi-
cographique: on regarde la position la plus a gauche ou les chiffres different. L’ordre des mots
d’un dictionnaire est une combinaison de 'ordre lexicographique et de 'ordre préfixe.



