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Une fonction ou application f de A dans B associe & tout z € A un unique f(z) € B; on écrit
donc f : A — B :x+— f(x). On dit que A est 'ensemble de départ ou domaine de f, B est
Pensemble d’arrivée de f, et que f(x) est U'image de x par f. Certains auteurs distinguent fonction
et application dans le sens qu’'une fonction A — B peut éventuellement n’étre définie que sur une
partie de A, tandis qu’une application A — B sera définie sur la totalité de A. J’appellerai une
fonction définie sur une partie de A et a valeurs dans B une fonction partiellement définie A — B.

L’application f est caractérisée par son graphe, qui est ’ensemble

{(x,f(:c)) |z € A} ;

c’est une partie de A x B. Par exemple, si A, B sont des intervalles dans IR, le graphe de I'application
correspond au graphique usuel dans IR? représentant celle-ci, avec A comme axe des abcisses, et B

comme axe des ordonnées.

Les applications A — B constituent un ensemble, celui-ci est noté B4. Si on identifie une
application & son graphe, alors B4 devient un sous-ensemble de P(A x B).

Considérons une application f : A — B. L’image de f est 'ensemble Im(f) = {f(a) |a € A}.
Pour X C A, posons

fX)=A{f(x) [z e X}

on lappelle I"image de X par f, en particulier Im(f) = f(A). On a les propriétés suivantes :

mais il n’y a en général pas de relation entre f(A\ X) et B\ f(X). Pour Y C B, posons
i) ={zed| flx) €Y} ;

on I'appelle I'image inverse de Y par f. On a les propriétés suivantes :

fﬁl(m):(b )
7By =4,
~Uy) =Uron

Une application f : A — B est injective si tout élément de B est 'image par f d’au plus un
élément de A, c.-a-d.
Vr,y € A, (f(x) = fly) = a=y) ;
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par contraposition, z # y = f(x) # f(y). Une application injective est appelée une injection.
L’application f est surjective si tout élément de B est I'image par f d’au moins un élément de A,
c.-a-d.

VYye B, Ix€ A, flx)=y .

Une application surjective est appelée une surjection. L’application f est bijective si elle est a la fois
injective et surjective, c.-a-d. tout élément de B est I'image par f d’un et un seul élément de A ; une
application bijective est appelée une bijection. A toute bijection f : A — B correspond une bijection
g: B — A qui est l'inverse de f, c.-a-d.

Ve e A VyeB, (y=f(z) < z=9(y)) .

On écrit alors f~1 pour la bijection inverse de f; on a (f~!)~! = f. Cette notation est consistante
avec celle utilisée plus haut pour I'image inverse: étant données une bijection f: A - Bet Y C B,
F7HY) = {f ) |y € Y}, en particulier pour y € B, £ ({y}) = {f~"(»)}.

Toute injection f : A — B induit une bijection A — I'm(f); réciproquement, pour B C B’,
toute bijection f: A — B peut étre considérée comme une injection A — B’.

L’identité sur A est 'application Idg : A — A : x — x; c’est une bijection, et elle est sa
propre inverse.

Etant données deux applications f : A — B et g : B — C, la composition de f suivie par g
est Paplication go f : A = C : & — g(f(x)). Pour que cette composition g o f soit définie, il est
nécessaire que ’ensemble d’arrivée de f coincide avec 'ensemble de départ de g. Cette opération est
associative: pour f: A— B,g: B—Ceth:C — D,onaho(gof)=(hog)of, c’est 'application
x> h(g(f(x))). Pour f: A— B,onaldgof=f= folds. Pour une bijection f: A — B, on a
flof=1Idpet fof!=Idg.

La composition a les propriétés suivantes en ce qui concerne l'injectivité et la surjectivité;
soient f: A— Betg: B— C, alors:

(a) Si f et g sont injectives, alors g o f est injective.

(b) Si f et g sont surjectives, alors g o f est surjective.

(¢) Sigo f est injective, alors f est injective.

(d) Sigo f est surjective, alors g est surjective.

Notons qu’en (c¢), g n’est pas nécessairement injective, et qu'en (d), f n’est pas nécessairement
surjective. Prenons par exemple f :IN - IN:z —2x et g: N — IN: 2 — |z/2]; alors go f = Idn
(donc (c) et (d) sont satisfaits), f est injective mais pas surjective, g est surjective mais pas injective.

Pour f: A— Bet g: B— A, on dit que g est inverse a gauche de f, ou que f est inverse a
droite de g, si go f = Idas. On a alors les caractérisations suivantes:

(¢) Une application f est injective ssi elle a une application g inverse & gauche; g sera nécessaire-
ment surjective (mais pas nécessairement unique).

(77) Une application f est surjective ssi elle a une application g inverse & droite; g sera nécessaire-
ment injective (mais pas nécessairement unique).

(77) Une application f est bijective ssi elle a & la fois une application g inverse & gauche et une
application h inverse & droite; alors les inverses g a gauche et h & droite seront toutes deux
égales & la bijection inverse 1.

Donc il y a une injection A — B ssi il y a une surjection B — A. Par ailleurs, pour que f: A — B
et g : B — A forment deux bijections inverses I'une de l'autre, il est nécessaire et suffisant d’avoir
gof=1Idaet fog=1Idg (c-a-d. f et g sont mutuellement inverses & gauche et a droite). Cest

un critere pratique pour prouver que deux applications sont des bijections inverses I'une de 'autre.



