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Corrigé

(1) Raisonnement par contradiction : Supposons que lordre C soit total. Par (i7) il existe z,y € E
tels que x < y et x Z y. Comme l'ordre C est total et z [Z y, on a y C x. Par (i) on déduit que
y = z. Comme z = y et y = z, Pantisymétrie de <X donne x = y. Mais alors la réflexivité de C
donne z C y, ce qui contredit = I£ y.

Raisonnement direct : Par (i7) il existe z,y € E tels que x < y et x £ y. La réflexivité de C (en
version contraposée) donne alors z # y. Comme z < y et © # y, antisymétrie de < (en contraposé)
donne y A . Mais alors la contraposée de (i) donne y IZ . Comme z [Z y et y [Z x, 'ordre C n’est

pas total.

(2) Pour a € Z, soit a mod 9 le reste de la division entiére de a par 9, c.-a-d. 'unique entier b tel
que 0 < b < 9 et a— b est un multiple de 9. Alors la congruence n = m (mod 9) signifie que
n mod 9 = m mod 9.
(@) Onaln+1=9n+n+1=n+1 (mod9). Donc pour n # 8 (mod?9) on a
(1I0n + 1) mod 9 = (nmod 9) 4+ 1 tandis que pour n = 8 (mod 9) on a (10n + 1) mod 9 = 0 =
(n mod 9) — 8.
(b) Pourtout m € N, sim #0 (mod 9),onam > 1, ainsi f(m) =10m+1>m > 1, donc
f(m) = 1 si et seulement si m = 0 (mod 9). Il s’ensuit que pour n,k € IN, on a f¥(n) = 1 si et
seulement si f*~1(n) =0 (mod 9). Pourn =0 (mod 9), il suffit de prendre k—1 = 0, donc k = 1.
Pourn 20 (mod9), c-a-d. n=1,...,8 (mod9), soitt =9 — (nmod9)=8,...,1; en fait t =
(—n) mod 9. En appliquant (a) par récurrence, pour s = 1,...,tona f*(n) = 10f*"'(n)+1=n+s
(mod 9), donc f*(n) est le premier qui est =0 (mod 9). On a ainsi k =t + 1 = [(—n) mod 9] + 1;
cette formule reste valable pour n = 0 (mod 9), car ici k = 1 = [(—0) mod 9] + 1. On peut aussi
écrire
k:{l s?nEO (mod 9),
10— (nmod 9) sinz0 (mod9).

(¢) En appliquant f de fagon répétée a 1, on obtient la suite
1,11,111,1111, 11111, 111111, 1111111, 11111111, 111111111,

pour revenir ensuite sur 1, car 111111111=0  (mod 9) (suite de 9 chiffres 1). On a donc un cycle
de longueur 9. On sait par (b) que pour tout n € N il y a un k € IN tel que f¥(n) = 1, donc ce cycle
est attracteur pour tous les entiers, c’est ainsi 'unique cycle attracteur. De plus, 1 est le seul point
d’entrée du cycle : tout autre élément de ce cycle est de la forme 10m + 1 = f(m) pour ’élément
précédent m du cycle, donc si f(n) = 10m+1, alorsn Z0 (mod 9), donc 10n+1 = f(n) = 10m+1,



ce qui donne n = m, donc n est déja dans le cycle. Par conséquent, la hauteur h(n) de n € IN est 0
si n est dans le cycle (c.-a-d. n s’écrit comme suite de 1 & 9 chiffres 1), tandis que pour n hors du
cycle, c’est Pentier k obtenu en (b) : h(n) = [(—n) mod 9] + 1.

(3) (a) Premiére réponse : Un partage est donné par une fonction définie sur l’ensemble des
3 enfants (en fait, de leurs identifiants) et a valeurs dans les naturels, qui donne pour chacun le
nombre d’oranges qu’il regoit ; la somme des 3 valeurs doit donner 15. C’est exactement le probleme
traité en haut de la page 6 du polycopié 8, donc la réponse est (kazl) pour a = 2 et k = 15, c.-a-d.
(7)-

Deuziéme réponse : On fait le méme raisonnement que dans la page 6 du polycopié 8. On aligne
les 15 oranges et 2 séparateurs sur une rangée, de facon a avoir successivement : les oranges du ler
enfant, un séparateur, les oranges du 2eme enfant, un séparateur, les oranges du 3eme enfant. Cela
revient a choisir 2 positions pour les séparateurs (indistinguables) parmi les 15 + 2 positions, donc
c’est (127).

Troisiéme réponse : Soient ni,ne,ns les nombres d’oranges recues par chacun des 3 enfants. On a
les contraintes 0 < n; < 15,0 < ny <15 —ny et ng = 15 — n; — ne. Donc pour chaque n; entre 0
et 15,1l y a 15 — ny + 1 choix pour ny (allant de 0 & 15 — ny), et ensuite ng est déterminé de fagon

unique. Cela donne en tout le nombre suivant de partages :

15 17

> (16-m1) =16+ +1=(16+1) x 16/2 = (2)
n1:O

(b) Premiére réponse : Un partage est donné par une fonction de ’ensemble des 15 livres (en fait,

de leurs titres) vers 'ensemble des 3 enfants (en fait, de leurs identifiants), qui associe & chaque livre

I’enfant qui le recoit. Il y a 3'5 telles fonctions.

Deuzxieme réponse : Pour chaque livre, il y a 3 choix pour I'enfant qui le regoit. Comme il y a 15

livres et que ces choix se combinent indépendamment 'un de I'autre, cela fait 3! choix.

NB. Il n’est pas écrit dans ’énoncé que les enfants vivent dans une société communiste, donc les

réponses du type “un choix égal a 5 pour chacun” ne sont pas valables.

(4) Cet exercice ressemble a lexercice 2 du contrdle de novembre 2010, qui a été corrigé.

Soit f: IN — INU {00} la fonction qui associe & un entier a > 0 le plus grand entier m tel que
a soit multiple de 2™, c.-a-d. a = 27(®) x (2n 4 1) pour un n € IN ; on pose f(0) = oo (puisque 0 est
multiple de 2™ pour tout m € IN).

Soit S la relation binaire sur IN donnée par a S b si et seulement si f(a) = f(b), c.-a-d. soit
a =b=0,so0it a,b > 0 et il existe m,nq,np € IN tels que a = 2™(2n, + 1) et b = 2™(2np + 1).
Clairement, S est une relation d’équivalence. Pour a R b, on a soit a = b = 0, donc f(a) = f(b) = oo,
soit a,b>0et b= (2n+1) x a, donc f(b) = f(2n+ 1)+ f(a) = f(a). Par conséquent S contient R.

Pour @ S b, on a soit a = b = 0et a R~ 0 R b, soit a,b > 0 et a = 2™(2n, + 1) et
b=2"(2n;, + 1), donc 2™ R 2™(2n, + 1) = a et 2™ R 2™(2n;, + 1) = b, ce qui donne a R~ 2™ R b.
Ainsi S € R7!R. Toute relation d’équivalence contenant R doit contenir R~ (par symétrie), d’ott
elle contient R™!R (par transitivité), ainsi elle contient S. Par conséquent S est bien la plus petite

relation d’équivalence contenant R.



