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2ème feuille d'exer
i
es

Justi�er soigneusement les réponses

(1) On dé�nit la suite de Fibona

i Fn, n ≥ 0, 
omme suit :
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i Cal
uler Fn pour n = 0, 1, 2.
ii Véri�er que pour tout n ≥ 0 on a Fn+2 = Fn+1+Fn. (NB : (1+

√
5)/2

et (1 −
√

5)/2 sont les ra
ines du polyn�me X2 − X − 1).
iii Démontrer par ré
urren
e que Fn ∈ IN∗

pour tout n ≥ 0, et en

déduire que la suite Fn est stri
tement 
roissante pour n ≥ 1.

(2) On 
onsidère 
omme admis les résultats de l'exer
i
e pré
édents.

i Montrez que pour tout n ∈ IN∗

on a

F2n = 1 +
n
∑

j=1

F2j−1 et F2n+1 = 1 +
n
∑

j=1

F2j.

(Indi
ation : utilisez la ré
urren
e et le fait que 1 = F0 = F1.)

ii Montrez que pour tout m ∈ IN∗

il existe un unique n ∈ IN∗

tel que

Fn ≤ m < Fn+1. Montrez ensuite que si Fn < m < Fn+1, alors n ≥ 3
et m − Fn < Fn−1.

On dé�nit l'ensemble F des suites i1, . . . , it d'entiers telles que : (a)
t ≥ 1, (b) 1 ≤ i1, et (c) pour t > 1, 
haque k = 1, . . . , t − 1 véri�e

ik + 2 ≤ ik+1.

iii Montrez que pour tout m ∈ IN∗

il existe une suite i1, . . . , it ∈ F telle

que

m =
t
∑

k=1

Fik .

(Indi
ation : raisonnez par ré
urren
e sur le nombre n dé�ni en (ii).)
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(3) Donnez

i une bije
tion IN × {0, 1} −→ IN ;

ii une inje
tion non surje
tive IN −→ IN ;

iii une surje
tion non inje
tive IN −→ IN.

(4) Donnez

i une bije
tion ]0, 1[−→ IR ;

ii une bije
tion [0, 1[−→ IR ;

iii une inje
tion non surje
tive [0, 1[−→ IR ;

iv une inje
tion non surje
tive IR −→ [0, 1[ ;
v une surje
tion non inje
tive [0, 1[−→ IR ;

vi une surje
tion non inje
tive IR −→ [0, 1[.
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