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Not a tions

) () ^ _ 9 8 les connecteurs logiques

� l'égalité de distances (T arski)

�= l'égalité de distances (Hilb ert)

\ �= \ l'égalité des angles (Hilb ert)

� T A B C B se situe en tre A et C
SABC l'aire orien tée du triangle ABC
PABC la di�érence de Pythagore de A , B et C
AB la distance orien tée en tre A et B
\ ABC l'angle non orien té ABC
AB la distance en tre A et B
(AB ) la droite passan t par A et B
[ AB ] le segmen t a y an t p our extrémités A et B
[ AB ) la demie-droite d'extrémité A passan t par B
��!
AB le v ecteur a y an t p our extrémités A et B
(AB ) ? (CD) la droite (AB ) est p erp endicul a i r e à la droite (CD)
(AB ) k (CD) la droite (AB ) est parallèle à (CD)
(AB ) � (CD) la droite (AB ) est strictemen t parallèle à la droite (CD)

��! la clôture ré�exiv e et transitiv e de �!
+�! la clôture transitiv e de �!
=?�! la clôture ré�exiv e de �!
=�! l'égalité

$ la clôture symétrique de �!
x x est libre (diagramme s)

` LK calcul des séquen ts classique

` LJ calcul des séquen ts in tuitionniste

` = calcul des séquen ts a v ec égalité

` j= calcul des séquen ts a v ec égalité aux feuilles

` D calcul diagrammat i que





Intr oduction

Cette thèse s'inscrit dans le cadre de l'e�ort de rec herc he actuel à prop os

de la formalisation des mathématiques.

Nous nous in téressons à la mécanisation des preuv es en géométrie. De

Euclide à T arski en passan t par Hilb ert, la géométrie a joué un rôle cen tral

dans l'histoire de la preuv e mathématique. De nos jours, la géométrie est

aussi souv en t utilisée a�n d'enseigner ce qu'est une preuv e.

Euclide est considéré comme l'un des précurseurs de la métho de axioma-

tique . Dans les Éléments (300 a v. J.-C.), en partan t de quelques prop ositions

supp osées vraies qu'il app elle p ostulats , Euclide déduit tous les résultats qui

a v aien t été découv erts p endan t les deux ou trois siècles précéden ts, et cela

uniquemen t au mo y en de règles logiques. L es Éléments d'Euclide on t long-

temps été considérés comme un mo dèle de raisonnemen t mathématique, en

un sens, les Éléments constituen t le premier système formel mathématique.

Mais, lorsque l'on étudie précisemen t les preuv es d'Euclide, on p eut se

rendre compte qu'il ne se conforme pas aussi strictemen t qu'on le v oudrait à

la métho de axiomatique. Certaines étap es de certaines preuv es, même si elles

paraissen t éviden tes, ne p euv en t pas être déduites du système d'axiomes qu'il

dé�nit. Le raisonnemen t rep ose parfois sur l'in tuition. En particulier la p osi-

tion relativ e des p oin ts et des droites est souv en t implicitement admise. Bien

qu'il soit l'un des précurseurs de la métho de axiomatique, Euclide n'attein t

pas les standards mo dernes de rigueur mathématique.
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A B

C

D E

F

P ar exemple, dans les Élements , Euclide présen te

ce qu'il croit être une démonstration de SAS

1

: si deux

côtés et l'angle formé par ces deux côtés d'un triangle

son t égaux à ceux d'un autre triangle, les deux triangles

son t égaux.

Démonstration : déplac er ABC p our que le p oint A
c oïncide ave c le p oint D et la dr oite (AB ) c oïncide

ave c (DE ) . L e p oint B c oïncider a ave c E c ar AB =
DE . A ussi, la dr oite (AC ) c oïncider a ave c (DF ) c ar

\ BAC = \ EDF . L e p oint C c oïncider a ave c F c ar AC = DF . L a dr oite

(BC ) c oïncider a ave c (EF ) , c ar les deux dr oites ne p euvent inclur e l'esp ac e.

Finalement, BC = EF , c ar les extr émités des se gments c oïncident. D'où

\ ACB = \ DFE et \ ABC = \ DEF .

La faille dans ce raisonnemen t réside dans l'utilisation du terme déplacer.

Rien dans les p ostulats d'Euclide ne dit que l'on p eut utiliser cette métho de

de sup erp osition .

Ces étap es de raisonnemen t qui rep osen t sur l'in tuition, son t p oten tiel-

lemen t dangereuses et p euv en t mener à des erreurs, un exemple bien conn u

dû à W. W. Rouse Ball est la � preuv e � que tous les triangles son t iso cèles.

Nous repro duisons sur la �gure 1 cet exemple. Nous laissons au lecteur le

plaisir de trouv er la faille, mais la solution �gure en annexe A en page 153 .

Dans le but de com bler les imprécisions qui �guren t dans le livre d'Eu-

clide, les fondemen ts de la géométrie on t fait l'ob jet de nom breuses re-

c herc hes à la �n du XIX

e

siècle. En 1899, Hilb ert prop ose un nouv el en-

sem ble d'axiomes p our la géométrie. Le b éné�ce principal app orté par cette

nouv elle axiomatique est qu'elle p ermet de se passer de l'in tuition. Le but

de Hilb ert est de prop oser un dév elopp emen t parfaitemen t rigoureux des

mathématiques

2

:

� Depuis cinq ans, j'étudie les fondemen ts des mathématiques en

élab oran t une théorie nouv elle de la démonstration. Je v oudrais

réduire tout énoncé mathématique à la présen tation concrète

d'une form ule obten ue rigoureusemen t et donner ainsi aux no-

tions et déductions mathématiques une forme irréfutable mon-

tran t bien l'ensem ble de la science. �

Da vid Hilb ert, L es fondements des mathématiques . Conférence

faite en 1927, in L es fondements de la gé ométrie 1899. Edition

critique, P . Rossier. Duno d 1971, app endice IX, p. 261.

Dans les fondements de la gé ométrie , Hilb ert ne ten te pas de dé�nir ce

qu'est un p oin t ou une droite. Ces notions son t impliciteme n t dé�nies par

les axiomes à prop os des relations qui les lien t.

1

Side-Angle-Side

2

Nous v errons au c hapitre 2 qu'il n'y parvien t qu'en partie car certaines preuv es ne

son t en fait pas parfaitemen t rigoureuses
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bA

b

B

b

C

b

I

b

G

b
H

b

A

bB

b
C

b

I

b

G

b

H

Soit ABC un triangle quelconque.

Soit D la médiatrice de [BC ] et D0
la

bissectrice in térieure de l'angle \ BAC .

Si D k D 0
alors ABC est iso cèle en A .

Sinon, D et D0
se coup en t en un p oin t

I . Il y a deux cas :

Si I est dans le triangle ABC . Soit H
(resp. G ) le pied de la p erp endicul a i r e

à la droite (AB ) (resp. (AC ) ) passan t

par I . Les triangles AIG et AIH son t

égaux car ils on t un côté comm un et

deux angles égaux, donc AH = AG et

IH = IG . De plus IB = IC car I est

sur la médiatrice de [BC ]. De même les

triangle IGC et IHB son t égaux (un

angle droit et deux côtés égaux), donc

HB = GC . Comme on a AH = AG et

HB = GC par addition, on a AB =
AC .

Sinon I est en dehors du triangle ABC .

La preuv e est similaire, excepté qu'à la

�n on réalise une soustraction plutôt

qu'une addition.

Fig. 1 � T ous les triangles son t iso cèles (W. W. Rouse Ball, 1892).
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� Nous p ensons trois systèmes di�éren ts de c hoses ; nous nom-

mons les c hoses du premier système des p oin ts ; nous les désignons

par des ma juscules A , B , C ,. . . ; nous nommons droites les c hoses

du deuxième système et nous les désignons par des min uscules a,

b, c,. . . ; nous app elons plans les c hoses du troisième système et

nous les désignons par les caractères grecs � , � , 
 . . . �

Da vid Hilb ert, L es fondements de la gé ométrie , 1899.

Si p our v éri�er une preuv e, on p eut se passer de l'in tuition, il devien t alors

p ossible de v éri�er mécaniquemen t des preuv es. Le fait d'être une preuv e

étan t alors par dé�nition décidable, il est p ossible d'utiliser un ordinateur

p our v éri�er des preuv es. C'est dans ce con texte que s'inscrit cette thèse. La

véri�c ation mécanisée des preuv es en géométrie fait l'ob jet de la première

partie.

De plus, dès lors que dans une démonstration on p eut se passer de l'in tui-

tion, on p eut aussi imaginer générer automatiqueme n t des théorèmes. P oin-

caré l'a tout de suite remarqué (même si c'était dans le but de défendre le

rôle de l'in tuition dans les mathématiques) :

� Ainsi c'est bien en tendu, p our démon trer un théorème, il n'est

pas nécessaire ni même utile de sa v oir ce qu'il v eut dire. On p our-

rait remplacer le géomètre par le piano à raisonner imaginé par

Stanley Jev ons ; ou, si l'on aime mieux, on p ourrait imaginer une

mac hine où l'on in tro duirait les axiomes par un b out p endan t

qu'on recueillerai t les théorèmes à l'autre b out, comme cette ma-

c hine légendaire de Chicago où les p orcs en tren t viv an ts et d'où

ils sorten t transformés en jam b ons et en saucisses. P as plus que

ces mac hines, le mathématic i e n n'a b esoin de comprendre ce qu'il

fait. �

Henri P oincaré, L es mathématiques et la lo gique . Revue de Mé-

taph ysique et de Morale, 1905.

Cette question a aujourd'h ui b eaucoup év olué, et on sait main tenan t que

p our certains t yp es de p orcs on p eut construire des mac hines et p our d'autres

non.

Un exemple imp ortan t d'une telle mac hine est la pro cédure de décision

de T arski p our sa géométrie, i.e. la théorie des corps réels clos [ T ar51 ].

Depuis, la géométrie a été l'un des domaines où la déduction automatique

a été la plus fructueuse. Des conjectures on t été prouv ées p our la première

fois par des métho des automatiques. Ce thème fait l'ob jet de la deuxième

partie de cette thèse.

En�n, comme nous a v ons pu le v oir à prop os de l'exemple des triangles

iso cèles, l'utilisation d'un raisonnemen t qui rep ose sur une �gure p eut parfois

induire en erreur, mais d'un autre côté, une �gure p eut souv en t éclairer le

lecteur. La dé�nition de la preuv e comme p otentiel lement mé c anisable , aussi

fructueuse soit elle, ne doit pas faire p erdre de vue le critère de lisibilité
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d'une preuv e qui lui p ermet de dev enir c onvainc ante . Il existe des preuv es

qui p euv en t être considérées comme c onvainc antes sans p our autan t être

formelles. V oici une � preuv e � diagrammat i que

3

que la somme des en tiers

de 1 à n v aut

n(n+1)
2 :

n

8
>>>><

>>>>:

� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �

| {z }
n+1

On v oudrait donc p ouv oir décider quand une �gure p eut être considérée

comme une preuv e correcte ou pas. Dans la troisième partie de cette thèse,

nous nous in téressons à cette question à prop os des preuv es diagrammati que s

que l'on p eut réaliser dans le domaine de la réécriture abstraite.

Cette thèse est ainsi comp osée de trois parties. Dans la première par-

tie nous faisons d'ab ord un tour d'horizon des principales axiomatiques de

la géométrie, puis nous présen tons notre formalisation de la géométrie de

T arski. Dans la seconde partie, après a v oir présen té les principales pro cé-

dures de décision en géométrie, nous décriv ons notre implan tation , dans l'as-

sistan t de preuv e Co q, de la métho de des aires de Chou, Gao et Zhang. Dans

la troisième partie, nous présen tons d'ab ord la conception d'un outil de vi-

sualisation et d'in teractio n graphique dans le cadre de la preuv e formelle

en géométrie, puis nous prop osons un système formel diagrammat i que p our

réaliser des preuv es diagrammat i que s dans le cadre de la réécriture abstraite.

3

P our d'autres exemples similaires et l'étude de leur formalisation, v oir la thèse de

Mateja Jamnik [ Jam01 ].





Première partie

F ormalisation





Chapitre 1

Axioma tiques pour la

géométrie

1.1 In tro duction

Dans le langage couran t le terme géométrie est utilisé p our décrire l'en-

sem ble des dé�nitions et théorèmes qui son t exp osés ou découlen t des Élé-

ments d'Euclide

1

. Dans cette thèse nous nous in téressons à la formalisation

de la géométrie, il faut donc donner une dé�nition plus précise du terme géo-

métrie. A v an t de nous lancer dans une formalisation il faut faire un c hoix,

celui de l'axiomatique et de la géométrie car, nous allons le v oir, il existe de

nom breuses géométries et p our c hacune d'en tre elles plusieurs axiomatiques

di�éren tes.

Dans ce c hapitre, nous réalisons un tour d'horizon des principales axio-

matiques en géométrie. A�n de dé�nir des géométries, il y a deux appro c hes

p ossibles : l'appro c he algébriqu e ou axiomatique .

La première consiste d'une manière générale à dé�nir la géométrie à partir

d'ob jets (les p oin ts) appartenan t au pro duit cartésien Cn
d'un corps C . Les

p oin ts son t donc dé�nis par leurs co ordonnées.

Le seconde appro c he, utilisée par Hilb ert, Euclide et T arski consiste à dé�nir

des axiomes qui on t un sens � géométrique � et à se passer du concept de

corps.

Mais comme certaines théories géométriques son t catégoriques (c'est à dire

que tous leurs mo dèles son t isomorphes), on p eut les caractériser par leur

mo dèle (unique à isomorphisme près). La seconde appro c he rejoin t alors la

première puisque ces mo dèles son t dé�nis de manière algèbrique. Nous a v ons

c hoisi d'organiser notre présen tation sous l'angle des div erses axiomatiques.

1

Cette dé�nition informelle ne rend pas compte de l'existence des géométries non-

euclidiennes. Nous l'adoptons tout de même puisque les géométries non-eucliennes ne

seron t pas ab ordées dans cette thèse.
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Nous donnons une présen tation de six axiomatiques di�éren tes. Mais

a v an t de ren trer dans le détail de ces axiomatiques nous commençons par

quelques dé�nitions à prop os des corps, celles-ci seron t utilisées p our dé�nir

certains mo dèles de ces géométries.

1.2 Rapp els sur les corps

Les notions suiv an tes de corps seron t utilisées dans la suite. Nous com-

mençons par la dé�nition du concept de corps ordonné. Géométriquemen t

l'ordre p ermet d'exprimer le fait p our un p oin t d'être situé en tre deux autres

ou bien le fait d'être situé dans un demi-plan.

Dé�nition 1 (corps ordonné) . Un c orps or donné est un c orps muni d'une

r elation d'or dr e total � véri�ant les pr opriétés suivantes :

� 8ab a� b ) a + c � b+ c
� 8ab0 � a ^ 0 � b ) 0 � ab

A tten tion, tous les corps ne p euv en t pas être ordonnés, l'exemple le plus

conn u est le corps des nom bres complexes C.

Dé�nition 2 (corps hilb ertien ou p ythagoricien) . On dit qu'un c orps C est

� hilb ertien � si la somme des c arr és de deux de ses éléments admet toujours

une r acine c arr é e.

8xy 2 C; 9z 2 C; x2 + y2 = z2

L'ét ymologie du quali�catif vien t du fait que si x et y son t dans un corps

p ythagoricien alors l'h yp otén use du triangle rectangle de côtés x et y l'est

aussi. Notons que cette dé�nition équiv aut à :

8x 2 C; 9z 2 C; 1 + x2 = z2

Exemple. L'extension de Q ave c toutes les r acines c arr é es de p p our p pr e-

mier dans Z est un c orps hilb ertien app elé c orps de Hilb ert (noté H ).

Dé�nition 3 (corps euclidien) . On dit qu'un c orps or donné C est � eucli-

dien � si tout élément p ositif ou nul admet une r acine c arr é e.

8x 2 C; 9y 2 C; x � 0 ) x = y2

Remarque 1. T out c orps euclidien est hilb ertien, mais l'inverse n 'est p as

vr ai, H fournit un c ontr e exemple c ar

p
2 n 'a p as de r acine c arr é e dans H .

Exemple. L e plus p etit c orps euclidien c ontenant Q est le c orps des nombr es

c onstructibles à la r è gle et au c omp as.
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Dé�nition 4 (corps réel clos) . On dit qu'un c orps or donné C est un c orps

r é el clos lorsque tous les éléments p ositifs ou nuls de C p ossè dent une r acine

c arr é e et tout p olynôme de de gr é imp air à c o e�cients dans C admet au moins

une r acine dans C .

Exemple. R est un c orps r é el clos.

Nous a v ons dé�ni quelques corps qui serviron t à décrire les mo dèles de

certaines géométries, mais p our cela nous a v ons aussi b esoin de la notion de

plan cartésien :

Dé�nition 5 (plan cartésien) . L a plan c artesien sur un c orps C , est l'en-

semble C2
des p air es or donné es d'éléments de C app elés p oints. L es dr oites

sont les ensembles de p oints dé�nis p ar l'é quation ax + by + c = 0 ave c a, b
et c dans C et a 6= 0 ou b 6= 0 .

1.3 Axiomatiques

Dans cette partie nous présen tons la géométrie sous l'angle de l'axio-

matique emplo y ée p our la dé�nir. Nous nous in téressons d'ab ord aux deux

axiomatiques les plus conn ues : celles de Hilb ert et de T arski. Ensuite nous

décriv ons deux axiomatiques constructiv es. En�n nous présen tons deux axio-

matiques bien particulière s qui serv en t de fondemen ts à deux métho des de

démonstration automatique : les axiomatiques de W u et de Chou, Gao et

Zhang. Le deuxième sert de base au dév elopp emen t que nous décriv ons dans

le c hapitre 4 . Dans le c hapitre suiv an t nous reviendrons sur l'axiomatique de

T arski plus en détail et présen terons la formalisation que nous en a v ons faite

dans l'assistan t de preuv e Co q.

1.3.1 Hil b ert

Cette partie présen te l'ensem ble d'axiomes prop osé par Hilb ert en 1899.

Ces axiomes on t p our but de créer des fondemen ts rigoureux p our la géo-

métrie d'Euclide. Le texte Grund lagen der Ge ometrie ( L es fondements de

la gé ométrie [ Hil71 ]) remplace les axiomes d'Euclide, par un ensem ble de

20 axiomes (21 dans la v ersion originale). Les principales inno v ations de cet

ensem ble d'axiomes résiden t dans l'utilisation de l'axiome de P asc h et dans

le fait que la métho de de sup erp osition d'Euclide que nous év o quions en

in tro duction disparaît.

Dans sa v ersion plane, l'axiomatique de Hilb ert rep ose sur deux sortes

d'ob jets : les p oin ts et les droites. Dans sa v ersion tridimensionne l l e il faut

a jouter les plans. Il n'est pas précisé ce que son t les p oin ts, les droites, et les

plans ni même qu'un ensem ble de p oin ts p eut former une droite. Ces notions

son t dé�nies uniquemen t par les axiomes qui dé�nissen t les relations en tre

ces notions.

Les relations son t les suiv an tes :
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� L'apparten a n c e d'un p oin t à une droite.

� L'apparten a n c e d'un p oin t à un plan.

� Le fait p our un p oin t d'être situé en tre deux autres.

� La congruence des segmen ts (notée

�= ).

� La congruence des angles (notée

�= ).

Dimension 2

Group es I : Axiomes d'appartenance. Les axiomes d'appartenan c e

traiten t des p oin ts, des droites et des plans et de leurs in tersections.

I1 P our tout couple de deux p oin ts A et B , il existe une droite con tenan t A
et B .

I2 Il n'existe pas plus d'une droite à laquelle appartienne n t deux p oin ts A
et B .

I3 T oute droite con tien t au moins deux p oin ts ; il existe au moins trois p oin ts

non alignés.

Notons que l'unicité des ob jets est énoncée explicitemen t alors que ce

n'est pas le cas dans les Éléments d'Euclide .

Group e I I : Axiomes d'ordre. Nous présen tons main tenan t les axiomes

d'ordre qui dé�nissen t le fait p our un p oin t d'être en tre deux autres. Cette

notion sert aussi à dé�nir des prédicats qui décriv en t si un p oin t se trouv e

d'un côté ou de l'autre d'une droite, si un angle est plus grand qu'un autre

ou si une distance est plus grande qu'une autre.

I I1 Si un p oin t B est en tre A et C , B est aussi en tre C et A et il existe une

droite con tenan t les p oin ts A , B et C .

I I2 Étan t donnés deux p oin ts A et C , il existe un p oin t B sur la droite (AC )
tel que C est en tre A et B .

I I3 Étan t donnés trois p oin ts sur une droite, un et un seul est en tre les deux

autres.

I I4 (P asc h) Étan t donnés trois p oin ts non alignés A , B et C , et une droite

m qui ne con tien t ni A ni B ni C , si m con tien t un p oin t du segmen t

[AB ]2

, alors m con tien t aussi un p oin t du segmen t [AC ] ou un p oin t

du segmen t [BC ] (v oir �gure 1.1 ).

2

Notons que l'expression � m con tien t un p oin t du segmen t [AB ] � p eut-être formalisée

par � Il existe P appartenan t à m tel que P est en tre A et B � . Il n'est donc pas nécessaire

ici de dé�nir explicitemen t la notion de segmen t.
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b

A

b

B

b

C

m

Fig. 1.1 � Axiome de P asc h

Group e I I I : Axiomes de congruence.

I I I1 Si A et B son t deux p oin ts d'une droite a et A0
est un p oin t d'une

droite a0
(év en tuellemen t égale à a) alors on p eut trouv er un p oin t B 0

sur a0
tel que le segmen t [AB ] soit congruen t (ou égal) au segmen t

[A0B 0].

I I I2 Si deux segmen ts son t congruen ts à un troisième, ils son t congruen ts

en tre eux. T out segmen t est congruen t à lui-même.

I I I3 Soien t [AB ] et [BC ] deux segmen ts sans p oin t comm un p ortés par la

droite a, [A0B 0] et [B 0C0] deux segmen ts de la droite a0
eux aussi sans

p oin t comm un, si AB �= A0B 0
et BC �= B 0C0

, alors AC �= A0C0
.

I I I4 Étan t donné un angle \ BAC et une demi-droite [DF ) , il existe une

unique demi-droite [DE ) , sur un côté donné de la droite (DF ) telle

que \ BAC �= \ EDF .

I I I5 Deux angles congruen ts à un même troisième son t congruen ts en tre

eux. T out angle est congruen t à lui-même.

I I I6 (SAS) Étan t donné des triangles ABC et DEF . Si AB �= DE , AC �=
DF et \ BAC �= \ EDF alors BC �= EF , \ ABC �= \ DEF et

\ ACB �= \ DFE .

Group e IV : Axiome des parallèles. Le group e IV ne con tien t qu'un

seul axiome, le fameux axiome d'Euclide :

IV : Axiomes d'Euclide Soien t une droite a et un p oin t A extérieur à a ;

il existe au plus une droite qui passe par A et qui ne coup e pas a.

Group e V : Axiomes de con tin uité
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V1 (Axiome de la mesure ou axiome d'Arc himède) Étan t donné un

segmen t [CD] et une demi-droite [AB ) , il existe n p oin ts A1; : : : ; An

sur (AB ) , tels que A j A j +1
�= CD , 1 � j < n . De plus, B est en tre A1

et An .

V2 (Dedekind) Supp osons que l'ensem ble des p oin ts d'une droite est l'uni-

on de deux ensem bles non vides X et Y de p oin ts, de telle manière que

aucun p oin t de X n'est en tre deux p oin ts de Y et vice v ersa alors il

existe un unique p oin t P tel que p our tout x 2 X et y 2 Y , P coïncide

a v ec x ou y ou bien P est en tre x et y .

Les axiomes d'Arc himède et de Dedekind son t les homologues géomé-

triques des axiomes qui p orten t le même nom à prop os des réels.

Les deux princip es suiv an ts son t dériv ables à partir de l'axiome de De-

dekind :

Princip e d'in tersection cercle-cercle :

Si un cercle p ossède un p oin t à l'in térieur et un p oin t à l'extérieur d'un

autre cercle alors ces deux cercles s'in tersecten t en deux p oin ts.

Princip e d'in tersection cercle-droite :

Si une extrémité d'un segmen t est à l'in térieur d'un cercle et l'autre

extrémité est à l'extérieur du cercle, alors le segmen t in tersecte le cercle.

Dimension 3

P our obtenir l'axiomatique de Hilb ert en dimension 3, il faut a jouter

un troisième t yp e d'ob jet : les plans. De plus il faut ra jouter des axiomes

concernan t ces plans et reform uler deux axiomes.

Dans le group e I, on a joute les cinq axiomes suiv an ts :

I4 Étan t donnés trois p oin ts non alignés, il existe un plan con tenan t les trois

p oin ts. T out plan con tien t au moins un p oin t.

I5 Étan t donnés trois p oin ts non alignés, il existe un seul plan con tenan t les

trois p oin ts.

I6 Si deux p oin ts d'une droite appartienne n t à un même plan alors tous les

p oin ts de la droite appartienne n t à ce plan.

I7 Si deux plans on t un p oin t comm un alors ils en on t au moins un autre.

I8 Il existe au moins quatre p oin ts non coplanaires.

L'axiome de P asc h s'énonce de la manière suiv an te :

Étan t donnés trois p oin ts non alignés A , B et C , et une droite m du

plan ABC mais qui ne con tien t ni A ni B ni C , si m con tien t un p oin t du

segmen t [AB ], alors m con tien t aussi un p oin t du segmen t [AC ] ou un p oin t

du segmen t [BC ]
L'axiome d'Euclide s'énonce de la manière suiv an te :
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Soien t une droite a et un p oin t A extérieur à a ; dans le plan déterminé

par a et A , il existe au plus une droite qui passe par A et qui ne coup e pas

a.

Commen taires

L'axiome d'Arc himède est indép endan t des autres axiomes de Hilb ert, les

géométries qui v éri�en t l'axiome d'Arc himède son t ainsi app elées arc himè-

diennes et les autres non-arc himè d i e n n e s. Notons que la plupart des résultats

prouv és par Hilb ert ne dép enden t pas de l'axiome d'Arc himède. L'axiome de

Dedekind est utile aux propriétés d'in tersection des cercles.

Prop osition 1. L es group es d'axiomes de l'axiomatique de Hilb ert sont in-

dép endants.

Mo dèles

Nous résumons ici quelques résultats concernan t les mo dèles de la géo-

métrie de Hilb ert, p our plus de détails v oir [ Har00 ].

Prop osition 2 (géométrie a�ne) . Pour tout c orps C le plan c artésien sur C
satisfait les axiomes d'app artenanc e (I1-I3) ainsi que l'axiome des p ar al lèles

(IV).

Prop osition 3 (géométrie a�ne ordonnée) . Pour tout c orps ordonné C le

plan c artésien sur C satisfait les axiomes d'app artenanc e, des p ar al lèles ainsi

que les axiomes d'or dr e (I-II-IV) et de c ongruenc e III2-III5.

Prop osition 4. Soit C un c orps or donné, la plan c artésien sur C satisfait

III1 ssi C est pythagoricien.

Prop osition 5. L es pr opriétés suivantes sont é quivale nte s :

� C est euclidien

� L e plan c artésien sur C satisfait le princip e d'interse ction c er cle- c e r c le .

� L e plan c artésien sur C satisfait le princip e d'interse ction c er cle- d r o ite .

L'axiomatique de Hilb ert est catégorique (tous ses mo dèles son t iso-

morphes).

Prop osition 6. L es mo dèles de l'axiomatique de Hilb ert sont tous isomorphes

à R2
le plan r é el.

1.3.2 T arski

Alfred T arski a tra v aillé sur l'axiomatisation et sur les méta-mathé m a -

tiques de la géométrie euclidienne de 1926 à 1983.
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T ab. 1.1 � L'axiomatique de T arski [ T ar59 ].

Iden tité 8xy; � T x y x ) x = y
T ransitivité 8xyzu; � T x y u ^ � T y z u ) � T x y z

Connectivité 8xyzu; � T x y z ^ � T x y u ^ x 6= y ) � T x z u _ � T x u z
Ré�exivité 8xy; xy � yx

Iden tité 8xyz; xy � zz ) x = y
T ransitivité 8xyzuvw; xy � zu ^ xy � vw ) zu � vw

P asc h 8txyzu; 9v; � T x t u ^ � T y u z ) � T x v y ^ � T z t v
Euclide 8txyzu; 9vw; � T x u t ^ � T y u z ^ x 6= u )

� T x z v ^ � T x y w ^ � T v t w

5 segmen ts

8xx 0yy0zz0uu0x � yx0y0^ yz � y0z0̂

xu � x0u0^ yu � y0u0̂

� T x y z ^ � T x0y0z0^ x 6= y ) zu � z0u0

Construction 8xyuv; 9z; � T x y z ^ yz � uv
Dimension 9xyz; : � T x y z ^ : � T y z x ^ : � T z x y
Dimension 8xyzuv; xu � xv ^ yu � yv ^ zu � zv ^ u 6= v

) � T x y z _ � T y z x _ � T z x y
Con tin uité 9z;8xy; � ^  ) � T z x y ) 9 u; 8xy; � ^  ) � T x u y

où � est une form ule dans laquelle y , z et u n'apparaissen t

pas libres et  est une form ule dans laquelle x , z et u
n'apparaissen t pas libres.

L'axiomatique de T arski se base sur la logique du premier ordre, et deux

prédicats. Le premier � T exprime le fait qu'un p oin t appartien t à un seg-

men t, le second � exprime la congruence de segmen ts. Dans cette forma-

lisation de la géométrie seuls les p oin ts son t traités comme des individus

et son t représen tés par des v ariables. En particulier il n'y a aucun sym b ole

p our représen ter des �gures géométriques (des ensem bles de p oin ts). Cette

géométrie p ermet tout de même d'exprimer la plupart des résultats habituels

qui son t form ulés en termes de droites, cercles, segmen ts, triangles, etc. Ceci

est dû au fait que ces notions p euv en t être représen tées indirecteme n t par

l'ensem ble des p oin ts qui les dé�nit.

Nous repro duisons sur le tableau 1.1 l'axiomatique de T arski telle qu'elle

a été publiée en 1959 [ T ar59 ]. Nous détaillerons la signi�cation de ces axiomes

dans le c hapitre suiv an t.

Propriétés méta-théoriques

La géométrie de T arski p ossède les propriétés suiv an tes :

� elle est cohéren te : on ne p eut pas démon trer A et : A .

� elle est complète : p our toute form ule F alors soit F est dériv able soit

: F est dériv able.

� elle est décidable : il existe un algorithme qui p ermet de dire si une
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form ule est dériv able ou non.

� elle n'est pas axiomatisable de manière �nie comme une théorie de

premier ordre sur le même langage.

� elle est catégorique, ses mo dèles son t tous isomorphes au carré R2
d'un

corps réel clos R .

Indép endance. On dit que des axiomes son t indép endan t s, si aucun d'en tre

eux ne p eut être dériv é au mo y en des autres. P our prouv er que des axiomes

A1 : : : An son t indép endan t s p our c hacun des axiomes A i il faut exhib er un

mo dèle qui v éri�e A1 : : : A i � 1 , A i +1 : : : An et : A i .

Gupta [ Gup65 ] a prouv é l'indép enda n c e des axiomes de T arski, excepté

l'axiome de P asc h et la ré�exivité de la congruence qui resten t des problèmes

ouv erts.

Comparaison a v ec l'axiomatique de Hilb ert. L'axiomatique de T arski

n'a pas que l'a v an tage d'a v oir de b onnes propriétés méta-théori que s, elle est

aussi d'une extrême simplicité. Comme nous le v errons elle p eut être ré-

duite à 11 axiomes. Cette simplicité est réelle, les deux prédicats sur lesquels

elle rep ose on t une signi�cation géométrique éviden te, et les axiomes qu'elle

utilise son t aussi très simples.

Notons qu'il est p ossible d'a v oir une axiomatique basée uniquemen t sur

un seul prédicat [Pie99 ] mais c'est au prix d'un complexi�cati o n de l'axioma-

tique. En e�et dans ce cas on obtien t 24 axiomes don t certains son t presque

aussi longs que l'axiomatique de T arski dans son ensem ble. On p ourrait croire

que l'axiomatique de T arski est plus simple car elle a su utiliser des axiomes

plus complexes qui con tiennen t plus de puissance déductiv e. Ce n'est pas

le cas, les axiomes utilisés par T arski on t tous été utilisés dans des tra v aux

précéden ts sur les axiomatiques. Ce qui p eut expliquer la simplicité de cette

axiomatique est que les conditions de non dégénérescence son t réduites au

maxim um, les axiomes p euv en t ainsi être utilisés dans les cas limites.

Du p oin t de vue pratique de la formalisation, ce p oin t est crucial car

il simpli�e grandemen t les dév elopp emen t s. Nous reviendrons sur ce p oin t

dans le c hapitre suiv an t.

Un autre a v an tage de l'axiomatique de T arski par rapp ort à l'axiomatique

de Hilb ert réside dans le fait qu'il su�t de c hanger deux de ses axiomes

p our obtenir des géométries dans d'autres dimensions. Dans l'axiomatique de

Hilb ert, nous a v ons vu que p our passer de la dimension deux à la dimension

trois il a fallu a jouter un t yp e d'ob jet (les plans) et des axiomes.

1.3.3 Heyting

Nous présen tons dans cette partie les axiomatiques de Heyting p our la

géométrie pro jectiv e et la géométrie a�ne plane [ Hey59 ]. Ces axiomatiques
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on t la particularité d'être in tuitionnistes, elles ne supp osen t pas que l'égalité

de deux p oin ts est décidable.

L'axiomatique de Heyting, comme celle de Hilb ert, est basée sur deux

t yp es d'ob jets que l'on p eut in terpréter par d'une part les p oin ts et d'autre

part les droites. Elle admet aussi deux relations, la première notée ] ex-

priman t la di�érence ( ap artness ) des p oin ts et la deuxième l'appartenan c e

d'un p oin t à une droite notée 2 ( incidenc e ). Les p oin ts son t dénotés par des

lettres ma juscules et les droites par des min uscules. Les v ariables libres son t

impliciteme n t quan ti�ées univ ersellemen t.

Heyting dé�nit deux axiomatiques. La première concerne la géométrie

pro jectiv e et la seconde la géométrie a�ne plane.

Géométrie pro jectiv e

Axiomes de � di�érence � : le premier group e dé�nit le prédicat de

di�érence de deux p oin ts. L'égalité est par dé�nition la négation de la di�é-

rence. Notons que comme nous sommes dans un con texte constructif A 6= B
n'implique pas que A]B .

S1 A]B ) B]A .

S2 : A]B () A = B .

S3 A]B ) 8 C; C]A _ C]B .

Axiomes géométriques :

P1 A]B ) 9 l; A 2 l ^ B 2 l

P2 A]B ^ A 2 l ^ A 2 m ^ B 2 l ^ B 2 m ) l = m

Dé�nition 6. On dit que A est en dehors de l , noté A ! l ssi :

8B; B 2 l ) B]A

Dé�nition 7. On dit que l est distincte de m , noté l] l m ssi :

9A; A 2 l ^ A ! m

P3 l] l m ) 9 A; A 2 l ^ A 2 m

P4 A]B ^ A 2 l ^ B 2 l ^ C ! l ^ A 2 m ^ C 2 m ) B ! m

P5

i 9A B; A]B

ii 9A B C; A 2 l ^ B 2 l ^ C 2 l ^ A]B ^ A]C ^ B]C

iii 9A; A ! l
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Géométrie a�ne plane

Axiomes de non appartenance : ils son t les mêmes que précédemme n t :

S1,S2 et S3.

Les dé�nitions 6 et 7 son t iden tiques.

Axiomes géométriques :

A1 l] l m ^ A ! l ) 9 p; A 2 p ^ 8 X; (X 2 l ^ X 2 p) () (X 2 l ^ X 2 m)

A2 A]B ^ A 2 l ^ A 2 m ^ B 2 l ^ B 2 m ) l = m

Dé�nition 8. On dit que l et m sont sé c antes ssi :

l] l m ^ 9 A; A 2 l ^ A 2 m

A3 l et m son t sécan tes ) 8 p;9A; (A 2 l ^ A 2 p) _ (9B; B 2 m ^ B 2 p)

A4 A]B ^ A 2 l ^ B 2 l ^ C ! l ^ A 2 m ^ C 2 m ) B ! m

A5 P ! l ^ : (9X; X 2 l ^ X 2 m) ^ P 2 m ^ Q 2 l ) Q ! m

Dé�nition 9. On dit que l est p ar al lèle à m noté l � m ssi :

8A; A 2 l ) A ! m

A6 8l; 9m; l � m

A7

i 9l

ii 9ABCD; A]B ^ A]C ^ A]D ^ B]C ^ B]D ^ A 2 l^ B 2 l^ C 2 l^ D 2 l

iii A]B ) 9 l; A 2 l ^ B ! l

iv A 2 l ) 9 m; A 2 m ^ l] l m

1.3.4 v on Plato

L'axiomatique de v on Plato est une autre axiomatique constructiv e de la

géométrie. Elle in tro duit les concepts de droites con v ergen tes et de non ap-

partenance d'un p oin t à une droite. Ces notions corresp onden t aux concepts

classiques

3

de parallélisme et d'appartena n c e d'un p oin t à une droite. Nous

donnons ici l'axiomatique de v on Plato p our la géométrie a�ne plane or-

donnée. Comme celles de Heyting et de Hilb ert, l'axiomatique de v on Plato

est basée sur des p oin ts et des droites. Nous dénotons les p oin ts par des

ma juscules et les droites par des min uscules.

Cette axiomatique est basée sur cinq prédicats qui in tuitiv emen t on t les

signi�cations suiv an tes :

A]B A et B son t des p oin ts distincts.

3

Ce mot est à prendre dans les deux sens du terme.
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l] l m l et m son t des droites distinctes.

Undir (l; m) l et m ne son t pas orien tées dans la même direction.

LApt (A; l ) le p oin t A est situé strictemen t à gauc he de l .

LCon(l; m) l coup e m par la gauc he.

V on Plato supp ose aussi l'existence de quatres fonctions de construction :

ln(A,B) la droite passan t par A et B .

pt(l,m) le p oin t d'in tersection des droites l et m .

par(l,A) la droite parallèle à l passan t par A .

rev(l) la droite dans la direction in v erse de l .

Dé�nition 10. L e p oint A est situé strictement à dr oite de l ssi :

RApt (A; l ) � LApt (A; rev (l))

Dé�nition 11. L a dr oite l c oup e m p ar la dr oite ssi :

RCon(l; m) � LCon(l; rev (m))

Dé�nition 12. On dit que l et m sont c onver ge nte s ssi :

Con(l; m) � Undir (l; m) ^ Undir (l; rev (m))

Dé�nition 13. On dit que A est en dehors de l ssi :

Apt(A; l ) � LApt (A; l ) _ RApt (A; l )

Axiomes à prop os de la di�érence

: A]A

A]B ) A]C _ B]C

: a] l a

a] l b ) a] l c _ b]l c

: Undir (a; a)

Undir (a; b) ) Undir (a; c) _ Undir (b; c)

Con(l; m) ) Con(l; n ) ^ Con(m; n)

Axiomes de ra�nemen t

Undir (l; m) _ Undir (l; rev (m))

Con(l; m) ) LCon(l; m) _ RCon(l; m)
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Princip es d'exclusion du ra�nemen t

: (LApt (A; l ) ^ RApt (A; l ))

: (LCon(l; m) ^ RCon(l; m))

Axiomes de construction

A]B ) Inc (A; ln (A; B )) ^ Inc (B; ln (A; B ))

Con(l; m) ) Inc (pt(l; m); l ) ^ Inc (pt(l; m); m)

Inc (A; par (l; A ))

EqLn(l; rev (l))

Opp(ln (A; B ); ln (B; A ))

Dir (par(l; a); l )

Unicité des constructions

A]B ^ l] l m )

LApt (A; l ) _ LApt (B; l )_
LApt (A; m) _ LApt (B; m)_
RApt (A; l ) _ RApt (B; l )_
RApt (A; m) _ RApt (B; m)

A]B ^ LApt (A; l ) ) LApt (B; l ) _ LCon(ln (A; B ); l )

Axiomes de substitution

LApt (A; l ) ) A]B _ LApt (B; l )

LApt (A; l ) ^ Undir (l; m) ) l] l m _ RApt (A; m)

LCon(l; m) ) Undir (m; n) _ LCon(l; n )

1.3.5 W u

Nous décriv ons l'axiomatique de W u. Cette axiomatique p ermet de carac-

tériser la géométrie p our laquelle la métho de de démonstration automatique

de W u est complète. Nous év o querons cette axiomatique dans le c hapitre 5 .

L'axiomatique de W u utilise des p oin ts et des droites comme ob jets de base.

Les précidats utilisés son t les suiv an ts :

� appartenanc e d'un p oin t à une droite

� p erp endicul a r i t é de deux droites (notée ? )

� congruence des segmen ts (notée � )

L'axiomatique de W u comp orte sept group es d'axiomes.
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Group e I Incidence

Les axiomes d'incidence son t les même que ceux de Hilb ert.

Dé�nition 14. On dit que deux dr oites sont p ar al lèles si el les n 'ont aucun

p oint en c ommun. Cette r elation est noté e � .

Group e I I Axiome des parallèles

Etan t donné un p oin t A et une droite l il existe une et une seule droite

parallèle à l passan t par A .

Group e I I I Axiome de l'in�ni

Il existe une in�nité de p oin ts distincts.

Group e IV Axiome de Desargues

Axiome 1 Soien t ABC et A0B 0C0
deux triangles tels que (AB ) � (A0B 0) ,

(AC ) � (A0C0) et (BC ) � (B 0C0) , alors soit les droites (AA 0) , (BB 0) et (CC0)
son t parallèles deux à deux soit elles son t concouran te s.

b

A

b

B

b

C

b

A'

b

B'

b

C'

b

A

b

B

b

C

b

A'

b

B'

b

C'

Axiome 2 Soien t ABC et A0B 0C0
deux triangles tels que (AB ) � (A0B 0) ,

(AC ) � (A0C0) , si (AA 0) , (BB 0) et (CC0) son t parallèles deux à deux ou son t

concouran te s alors (BC ) � (B 0C0) .

Group e V Axiome de P ascal

Soit a et a0
deux droites distinctes, A , B , C et A0

, B 0
, C0

des p oin ts distincts

de a et a0
resp ectiv emen t. Si (BC 0) � (B 0C) et (AB 0) � (A0B ) alors (AC 0) �

(A0C) .
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b
A

bB

b

B'

bC

b

A'

b

C'

a

a'

Group e VI Axiomes des p erp endiculaires

Axiome VI.1 Si a ? a0
alors a0 ? a.

Axiome VI.2 Étan t donné un p oin t O et une droite a, il existe une et une

seule droite p erp endicul a i r e à a passan t par O .

Axiome VI.3 Si a0 ? a et a00? a alors a0� a00
.

Dé�nition 15 (isotropique) . Si a ? a alors on dit que a est isotr opique.

Axiome VI.4 P ar n'imp orte quel p oin t il passe au moins une droite non

isotropique.

Axiome VI.5 Soit ABC un triangle et trois droites a, b et c passan t par

A , B et C resp ectiv emen t telles que a ? BC , b ? AC et c ? AB , alors a, b
et c son t concouran te s.

Group e VI I Axiomes de congruence

Dé�nition 16. L a mé diatric e d'un se gment [AB ] est la dr oite l p assant p ar

le milieu de [AB ] p erp endiculair e à la dr oite (AB ) . Si la dr oite (AB ) est

isotr opique alors c'est la dr oite (AB ) el le-même, sinon l est non-isotr opique.

Axiome VI I.1 Si a est la médiatrice des segmen ts [AA 0] et [BB 0] alors

AB � A0B 0
.

Axiome VI I.2 Si AB � CD et CD � EF alors AB � EF .

Axiome VI I.3 T out couple de droites sécan tes et non-isotropiques p ossède

un axe de symétrie

4

.

4

Nous ne donnons pas la dé�nition d'un axe de symétrie, celle-ci requiert de dériv er

quelques prop ositions des axiomes précéden ts nous ren v o y ons le lecteur à [ Cho85 ]
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Axiome VI I.4 Soien t A , B et C trois p oin ts distincts tels que AB � AC
et les droites (AB ) et (AC ) son t non-isotropiques, alors il existe un axe de

symétrie des droites (AB ) et (AC ) qui est aussi la médiatrice du segmen t

[BC ].

1.3.6 Chou, Gao et Zhang

L'axiomatique de Chou, Gao et Zhang est une axiomatique très parti-

culière. Elle a été dé�nie a�n de servir de fondemen ts à la métho de de dé-

monstration automatique app elée métho de des aires. C'est la métho de que

nous a v ons formalisée dans l'assistan t de preuv e Co q, nous commen tons cette

formalisation dans le c hapitre 4 . Cette axiomatique utilise une appro c he à

mi-c hemin en tre l'appro c he algébrique et l'appro c he puremen t géométrique.

En e�et, elle utilise les axiomes d'un corps mais con tien t aussi des axiomes

géométriques tous basés sur deux quan tités géométriques : l'aire orien tée

d'un triangle (notée SABC ) et le ratio de deux distances orien tées p ortées

par des droites parallèles (notée

��
�� ). La géométrie a�ne est une conséquence

des axiomes de Chou, Gao, Zhang [ CGZ94 ]. Comme celle de T arski, cette

axiomatique est basée uniquemen t sur des p oin ts.

Corps

Le premier group e d'axiomes est celui d'un corps. Nous supp osons que

nous a v ons un corps F de n'imp orte quelle caractéristique.

F est un corps

Ratios de distances algébrique. Il existe une fonction d'arité quatre,

des p oin ts dans le corps,

��
��

: P oin t ! P oin t ! P oin t ! P oin t ! F

telle que si A , B et P son t colinéaires alors

AP

AB
= �

PA

AB
=

PA

BA
= �

AP

BA

et

PA

AB
= 0 () P = A
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Aire signée. Il existe une fonction d'arité trois, des p oin ts dans le corps.

S : P oin t ! P oin t ! P oin t ! F

L'aire orien tée d'un triangle est par dé�nition l'opp osée de l'aire du même

triangle considéré dans le sens in v erse.

SABC = SCAB = SBCA = �S BAC = �S CBA = �S ACB

Si A , B et C son t non colinéaires alors SABC 6= 0 .

Axiome de Chasles. Si trois p oin ts A , B et C son t alignés alors la somme

des distances orien tées AB et BC est égale à AC .

SABC = 0 ! AB + BC = AC

Dimension. Il existe trois p oin ts non colinéaires.

9 A; B; C : P oin t ; SABC 6= 0

Quatre p oin ts du plan son t liés par la relation suiv an te :

SABC = SDBC + SADC + SABD

A B

C

D

Construction.

Existence :

8r : F A 6= B ) 9 P : Point; SABP = 0 ^
AP

AB
= r ^

AP

AB
+

PB

AB
= 1

Unicité :

8r; A 6= B
^ S ABP = 0 ^ AP

AB
= r ^ AP

AB
+ P B

AB
= 1

^ S ABP 0 = 0 ^ AP 0

AB
= r ^ AP 0

AB
+ P 0B

AB
= 1

! P = P0
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Prop ortions. L'axiome des prop ortions p ermet de créer le lien en tre l'aire

orien tée et la distance orien tée.

A 6= C ! S P AC 6= 0 ! S ABC = 0 !
AB

AC
=

SP AB

SP AC

b b

A BC

P

H
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1.4 Résumé et conclusion

A�n de fournir au lecteur un ap erçu général des axiomatiques présen tées

dans ce c hapitre, nous donnons un tableau récapitulati f de leurs principales

caractéristiques.

Axiomatique Logique

constructiv

e

Ob

jets

de

base

Prédicats Nb

axiomes

Heyting 3
p oin ts,

droites

di�érence,

incidence

13

Hilb ert 2 8
p oin ts,

droites

incidence p oin t droite,

congruence segmen ts,

congruence angles,

appartenanc e à un segmen t

12

Hilb ert 3 8
p oin ts,

droites,

plans

incidence p oin t droite,

incidence p oin t plan,

congruence segmen ts,

congruence angles,

appartenanc e à un segmen t

17

v on Plato 3
p oin ts,

droites

di�érences p oin ts,

di�érence droites,

di�érence direction,

strictemen t à gauc he,

in tersecte par la gauc he

22

T arski 8 p oin ts

congruence segmen ts,

appartenanc e à un segmen t

11

W u 8
p oin ts,

droites

incidence,

p erp endicul a r i t é ,

congruence segmen ts

17

Zhang 8
p oin ts,

corps

aire orien tée,

ratio de distances orien tées

19
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Fig. 1.2 � Diagrame réprésen tan t les inclusions en tres mo dèles

Le tableau suiv an t fournit p our quelques axiomatiques, un corps sur le-

quel on p eut construire un plan cartésien qui en est un mo dèle.

Corps Axiomes

corps simple Hilb ert : I1-I3 IV

corps ordonné Hilb ert : I I I IV I I I2-5

corps hilb ertien W u

corps hilb ertien ordonné Hilb ert : I I I I I I IV

corps euclidien Hilb ert : I I I I I I IV V2

corps réel clos T arski

corps des réels R Hilb ert

Nous a v ons présen té les principales axiomatiques conn ues de la géomé-

trie. Comme nous p ouv ons le v oir sur le tableau récapitulati f, l'axiomatique

de T arski est l'une des plus simple, c'est celle que nous a v ons décidé de for-

maliser. Dans le c hapitre suiv an t nous présen tons notre dév elopp emen t de

l'axiomatique de T arski.



Chapitre 2

F ormalisa tion de la

géométrie de T arski

2.1 In tro duction

Comme nous l'a v ons vu en in tro duction , les preuv es dans les Éléments

d'Euclide ne son t pas aussi rigoureuses qu'on le v oudrait. Dans les fonde-

ments de la gé ométrie , le but de Hilb ert était de dév elopp er un traité dans le-

quel aucune in tuition géométrique ne serait nécessaire p our v éri�er la preuv e

d'un théorème. L'ob jet de ce c hapitre est de faire passer les preuv es du statut

de p otentiel lement mé c anisable à mé c anisé .

La tâc he qui consiste à mécaniser les fondements de la gé ométrie de

Hilb ert a été ab ordée par d'autres auteurs. Nous nous in téressons ici à la

géométrie de T arski. Nous a v ons utilisé l'assistan t de preuv e Co q. Nous n'al-

lons pas détailler ici l'art et la manière d'utiliser Co q, p our cela nous in vitons

le lecteur à consulter la man uel de référence de Co q [ Co q04 , HKPM04 ] et le

Co q'Art par Y v es Bertot et Pierre Castéran [ BC04a ].

Au début des années 60, W anda Szmielew et Alfred T arski on t débuté

un pro jet de création d'un traité sur les fondemen ts de la géométrie. Un dé-

v elopp emen t systématique de la géométrie euclidienne dev ait en constituer

la première partie. Mais le décès prématuré de W anda Szmielew a mis mal-

heureusemen t un terme à ce pro jet. Finalemen t, W olfram Sc h w abhäuser a

repris le �am b eau à partir du brouillon de W anda Szmielew et Alfred T arski.

Il a pu publier le traité en 1983

1

.

Nous présen tons ici la formalisation des h uit premiers c hapitres de ce

traité [SST83 ].

Nous décriv ons d'ab ord les di�éren tes v ersions de l'axiomatique de T arski.

1

Nous tirons ces informations de l'in tro duction à la lettre de T arski adressée à

Sc h w abhäuser en 1978, publiée par Giv an t en 1999 [ TG99 ]
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Puis nous donnons un ap erçu de notre formalisation en donnan t un exemple

de théorème don t nous détaillons la preuv e. En�n nous comparons notre for-

malisation a v ec les dév elopp emen t s précéden ts et traitons des cas dégénérés.

2.2 T ra v aux connexes et motiv ations

Outre l'in térêt en soi de la formalisation, nous visons à terme deux appli-

cations, la première est l'utilisation d'un assistan t de preuv e p our enseigner

la géométrie [Nar05 ], la seconde est la preuv e de programmes dans le domaine

de la géométrie algorithmique.

Dans [DDS00 ], Christophe Dehlinger, Jean-F ranço i s Dufourd et P ascal

Sc hrec k prop osen t une formalisation dans l'assistan t de preuv e Co q de l'axio-

matique de Hilb ert ainsi que des prop ositions à prop os des trois premiers

group es d'axiomes. Le but de cette formalisation était d'une part de servir

de fondation à l'étude de problèmes algorithmiques et d'autre part d'étudier

l'asp ect in tuitionniste ou non des preuv es. La conclusion de cette formalisa-

tion est qu'il est nécessaire (dans le sens où les auteurs n'on t pas pu l'éviter)

d'utiliser la décidabilité de l'égalité en tre deux p oin ts.

Une seconde formalisation de la géométrie de Hilb ert a été réalisée par

Laura Meikle et Jacques Fleuriot [ MF03 ]. Cette formalisation a été menée

à bien au mo y en du système Isab elle [ P au06 , NPW ], donc comme la logique

sous-jacen te à ce système est une logique classique, cette formalisation ne

s'in téresse pas au problème de sa v oir si les preuv es son t constructiv es.

Ces deux formalisations on t p ermis d'arriv er à la conclusion que les

preuv es de Hilb ert ne son t pas parfaitemen t formelles. En particulier, les

cas dégénérés, comme lorsque deux p oin ts coïnciden t ou trois p oin ts son t

alignés, ne son t souv en t pas traités explicitemen t. Une analyse précise des

fondements de la gé ométrie mon tre que d'une édition à l'autre, Hilb ert a

parfois c hangé des axiomes mais il n'a pas toujours c hangé les preuv es qui en

dép enden t. Les preuv es p euv en t être rendues plus rigoureuse grâce à l'utili-

sation de l'assistan t de preuv e. Si on c hange un axiome, il est alors facile de

v éri�er quelles son t les preuv es qui resten t v alides

2

.

D'autres tra v aux on t été réalisés à prop os de la formalisation de la géo-

métrie. Gilles Khan a formalisé l'axiomatique constructiv e de v on Plato dans

le système Co q [ Kah95 , vP95 ].

Le plus grand dév elopp emen t concernan t la géométrie formelle est celui

réalisé par F rédérique Guilhot [Gui05 ].

Le dév elopp emen t de F rédérique Guilhot est très di�éren t des précéden ts

car il s'inscrit dans un pro jet p édagogique. Le dév elopp emen t a été créé

dans l'idée d'être utilisé dans le cadre de l'enseignemen t de la géométrie. Les

2

En pratique, l'utilisatio n d'un minim u m d'automatisation p ermet de rendre les preuv es

un p eu moins sensibles à des mo di�cations d'axiomes ou de lemmes.
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axiomes et dé�nitions utilisés son t adaptés à la façon don t est enseignée la

géométrie en F rance.

Le but de notre formalisation comparée à celle de F rédérique Guilhot

[Gui05 ] est de fournir un dév elopp emen t de bas niv eau p our la géométrie.

La formalisation que nous a v ons réalisée à partir de l'axiomatique de

T arski a l'a v an tage d'être basée sur une axiomatique très simple : deux pré-

dicats et onze axiomes. Mais cette simplicité a un prix. En e�et, cette for-

malisation n'est pas du tout adaptée au con texte de l'éducation, puisque

certaines propriétés p ourtan t in tuitiv emen t très simples requièren t l'in tro-

duction préalable de nom breux autres résultats. C'est le cas par exemple

p our l'existence du milieu d'un segmen t qui ne p eut être obten ue qu'à la �n

du c hapitre h uit (soit après en viron 150 lemmes et 4000 lignes de Co q). Le

faible nom bre d'axiomes imp ose un ordonnancem e n t des lemmes qui n'est

souv en t pas très in tuitif et donc les preuv es son t plutôt longues et di�ciles

par rapp ort à l'énoncé que l'on prouv e.

La formalisation de la géométrie dans un assistan t de preuv e n'a pas

seulemen t l'in térêt de fournir un très haut niv eau de con�ance en les preuv es

formalisées, cela p ermet aussi de com biner des preuv es puremen t géomé-

triques a v ec d'autres t yp es de preuv es. Les assistan ts de preuv e comme le

système Co q couvren t un large c hamp d'applicatio n s. On p ourra ainsi tout

aussi bien réaliser des preuv es par induction sur le nom bre de p oin ts d'un p o-

lygone, ou bien utiliser les nom bres complexes ou encore réaliser des preuv es

de programmes en algorithmique géométrique.

Concernan t la deuxième application que nous visons, à sa v oir la preuv e

de programmes en algorithmique géométrique, on p eut citer les formalisa-

tions d'algorithm e s de calcul d'en v elopp e con v exe par Da vid Pic hardie et

Y v es Bertot en Co q [ PB01 ] et par Laura Meikle et Jacques Fleuriot en Isa-

b elle [MF05 ]. Christophe Dehlinger et Jean-F ranço i s Dufourd on t formalisé

le théorème de classi�cation des surfaces en Co q [ DD04a , DD04b ].

2.3 Retour sur l'axiomatique de T arski

Alfred T arski a tra v aillé sur l'axiomatisation et sur les méta-mathé m a t i que s

de la géométrie euclidienne par in termittenc e de 1926 jusqu'à sa mort en

1983. Ainsi, de son tra v ail et de celui de ses étudian ts son t nées plusieurs

v ersions de son axiomatique. Cette partie est organisée de la manière sui-

v an te : nous donnons d'ab ord la liste et une description en termes informels

de toutes les prop ositions qui son t apparues comme axiomes dans au moins

une v ersion de l'axiomatique de T arski, puis après a v oir résumé l'historique

de ces di�éren tes v ersions, nous présen tons la v ersion que nous a v ons forma-

lisée.
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Fig. 2.1 � Axiome de construction d'un segmen t

2.3.1 Descripti on des axiomes

Nous repro duisons ici la liste des prop ositions qui apparaissen t dans di-

v erses v ersions de l'axiomatique de T arski. Nous adoptons la même n uméro-

tation que dans [TG99 ]. Les v ariables libres son t considérées comme quan ti-

�ées univ ersellemen t.

1 Ré�exivité de la congruence des segmen ts

AB � BA

2 Pseudo-transitivité de la congruence des segmen ts

AB � PQ ^ AB � RS ) PQ � RS

3 Iden tité p our la congruence des segmen ts

AB � CC ) A = B

Axiome de construction d'un segmen t

4 Construction d'un segmen t

9X; � T Q A X ^ AX � BC

L'axiome de construction d'un segmen t p ermet de construire un p oin t

sur une demi-droite [QA) à une certaine distance BC de A .

Axiome des cinq segmen ts

5 Cinq segmen ts

A 6= B ^ � T A B C ^ � T A0B 0C 0̂

) CD � C0D 0

AB � A0B 0^ BC � B 0C0^ AD � A0D 0^ BD � B 0D 0
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b b b
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Fig. 2.2 � Axiome des cinq segmen ts

51 Cinq segmen ts (v arian te)

A 6= B ^ B 6= C ^ � T A B C ^ � T A0B 0C 0̂

) CD � C0D 0

AB � A0B 0^ BC � B 0C0^ AD � A0D 0^ BD � B 0D 0

Cette v arian te ne di�ère de l'axiome précéden t que par la présence de la

condition supplémen taire B 6= C .

6 Iden tité p our � T

� T A B A ) A = B

Axiome de P asc h

L'axiome de P asc h original énonce le fait que si une droite coup e un côté

d'un triangle sans passer par l'un des sommets du triangle, alors elle coup e

l'un des deux autres côtés.

7 P asc h (in térieur)

� T A P C ^ � T B Q C ) 9 X; � T P X B ^ � T Q X A

71 P asc h (extérieur)

� T A P C ^ � T Q C B ) 9 X; � T A X Q ^ � T B P X

72 P asc h (extérieur) (V arian te)

� T A P C ^ � T Q C B ) 9 X; � T A X Q ^ � T X P B
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73 P asc h faible

� T A T D ^ � T B D C ) 9 X; Y; � T A X B ^ � T A Y C ^ � T Y T X

Axiomes de dimension

Les axiomes de dimension serv en t à b orner la dimension de l'espace.

Notons que les axiomes de b orne inférieure n son t exactemen t la négation

des axiomes de b orne sup érieure n � 1.

8(1) Dimension, b orne inférieure 1

9AB; A 6= B

Il existe deux p oin ts distincts.

8(2) Dimension, b orne inférieure 2

9ABC; : � T A B C ^ : � T B C A ^ : � T C A B

Il existe trois p oin ts non colinéaires.

8(n) Dimension, b orne inférieure n

9ABCP 1P2 : : : Pn� 1;

V
1� i<j<n Pi 6= Pj ^

V n� 1
i =2 AP1 � AP i ^ BP1 � BP i ^ CP1 � CPi ^

: � T A B C ^ : � T B C A ^ : � T C A B

9(0) Dimension, b orne sup érieure 0

A = B

T ous les p oin ts son t égaux.

9(1) Dimension, b orne sup érieure 1

� T A B C _ � T B C A _ � T C A B

T out les p oin ts son t sur la même droite.

9(n) Dimension, b orne sup érieure n

V
1� i<j � n Pi 6= Pj ^

V n
i =2

AP1 � AP i ^
BP1 � BP i ^
CP1 � CPi

) � T A B C _ � T B C A _ � T C A B



36 Chapitre 2. F ormalisation de la géométrie de T arski

91(2) Dimension, b orne sup érieure 2 (v arian te)

9Y;(ColXY A ^ � T B Y C) _ (ColXY B ^ � T C Y A) _ (ColXY C ^ � T A Y B)

où ColABC est dé�ni par � T A B C _ � T B C A _ � T C A B .

Axiome d'Euclide

Le célèbre axiome d'Euclide prend ici des formes inhabituelle s.

� La première forme énonce le fait que si un p oin t est situé à l'in térieur

d'un angle \ ABC alors il y a une droite qui in tersecte c hacun des deux

côtés de l'angle.

� La seconde forme énonce l'existence du cen tre du cercle circonscrit à

un triangle non dégénéré.

� La troisième forme corresp ond au théorème de la droite des milieux.

10 Axiome d'Euclide

� T A D T ^ � T B D C ^ A 6= D ) 9 X; Y � T A B X ^ � T A C Y ^ � T X T Y

101 Axiome d'Euclide (v arian te)

� T A D T ^ � T B D C ^ A 6= D ) 9 X; Y � T A B X ^ � T A C Y ^ � T Y T X

102 Axiome d'Euclide (seconde forme)

� T A B C _ � T B C A _ � T C A B _ 9X; AX � BX ^ AX � CX

103 Axiome d'Euclide (troisième forme)

� T A B F ^ AB � BF ^
� T A D E ^ AD � DE ^
� T B D C ^ BD � DC

) BC � FE

Axiome de con tin uité

11 Con tin uité (au second ordre)

9a 8xy (x 2 X ^ y 2 Y ) � T a x y) ) 9 b8xy x 2 X ^ y 2 Y ) � T x b y
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Sc héma 11 Con tin uité (sc héma)

9a 8xy (� ^ � ) � T a x y) ) 9 b8xy � ^ � ) � T x b y

où � et � son t des form ules du premier ordre, telles que a, b et y n'apparaissen t

pas libres dans � et a, b et x n'apparaissen t pas libres dans � .

Quand le sc héma

3

d'axiomes est utilisé en lieu et place de l'axiome 11, la

géométrie est dite élémen taire . L'axiome 11 est le seul axiome qui n'est pas

une form ule de la logique du premier ordre

4

. Il est l'analogue géométrique

de l'axiome de Dedekind.

Ré�exivité et symétrie de � T

12 Pseudo-ré�exivité de � T

� T A B B

B est toujours en tre A et B .

14 Symétrie de � T

� T A B C ) � T C B A

Si B est en tre A et C alors il est en tre C et A .

Axiomes concernan t l'égalité

13 Compatibili t é de l'égalité a v ec � T

A = B ) � T A B A

19 Compatibili t é de l'égalité a v ec �

A = B ) AC � BC

Axiomes de (pseudo-)transitivité p our � T

15 T ransitivité (in térieure) de � T

� T A B D ^ � T B C D ) � T A B C

3

Le terme sc héma d'axiomes désigne la description d'une in�nité d'axiomes. Le fait

p our un énoncé d'être ou non un axiome doit bien sûr toujours être décidable.

4

Comme nous l'a v ons vu au c hapitre précéden t, Hilb ert a prouv é que la géométrie

élémen taire n'est pas �nimen t axiomatisable. Cela signi�e qu'il n'existe pas de système

d'axiomes �ni exprimés dans le même langage qui est équiv alen t à la géométrie élémen taire.

Comme Floren t Kirc hner l'a mon tré [ Kir06 ], il est p ossible d'obtenir un système d'axiomes

�ni, mais exprimés dans un langage étendu.
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Fig. 2.5 � T ransitivité et pseudo-transitivités

16 T ransitivité (extérieure) de � T

� T A B C ^ � T B C D ^ B 6= C ) � T A B D

17 Pseudo-transitivité (in térieure) de � T

� T A B D ^ � T A C D ) � T A B C _ � T A C B

18 Pseudo-transitivité (extérieure) de � T

� T A B C ^ � T A B D ^ A 6= B ) � T A C D _ � T A D C

Axiomes de construction de triangles

20 Unicité de la construction du triangle

AC � AC 0^ BC � BC 0̂

� T A D B ^ � T A D 0B ^ � T C D X ^
� T C0D 0X ^ D 6= X ^ D 0 6= X

) C = C0

201 Unicité de la construction du triangle (v arian te)

A 6= B ^
AC � AC 0^ BC � BC 0̂

� T B D C 0^ (� T A D C _ � T A C D )
) C = C0
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21 Existence de la construction du triangle

AB � A0B 0 ) 9 CX;
AC � A0C0^ BC � B 0C 0̂

� T C X P ^ (� T A B X _ � T B X A _ � T X A B )

2.3.2 Histori que des axiomatiques de T arski

Nous nous appuy ons sur [ TG99 ] et sur les notes de bas de page de [ T ar51 ]

p our retracer l'historique des di�éren tes v ersions de l'axiomatique de T arski.

T arski a commencé à tra v ailler sur son axiomatique dès 1926 et l'a présen tée

dans son cours à l'univ ersité de V arso vie. Elle est été soumise à publication

en 1940 puis publiée dans sa première forme en 1967 [ T ar67 ]. Cette v ersion

con tien t 20 axiomes plus un sc héma d'axiomes. Une deuxième v ersion un p eu

plus simple a été publiée dans [ T ar51 ]. Cette première simpli�cation consiste

uniquemen t à considérer une logique m unie d'une égalité, les axiomes 13

et 19 son t alors sup er�us. Cette seconde v ersion fut simpli�ée à nouv eau

par Ev a Kallin, Scott T a ylor et Alfred T arski p our arriv er à un ensem ble

de douze axiomes [ T ar59 ]. La dernière simpli�cation obten ue, l'a été par

Gupta dans sa thèse [ Gup65 ], il donne la preuv e que deux autres axiomes

p euv en t être éliminés. C'est cette dernière v ersion que nous utilisons dans

notre formalisation.

Le tableau 2.1 fournit la liste des axiomes con ten us dans c hacune de

ces axiomatiques. P our plus de clarté nous résumons la liste des axiomes

que nous a v ons utilisés dans notre formalisation. A U lieu du sc héma, nous

utilisons l'axiome 11 qui est exprimable en logique d'ordre sup érieur.
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T ab. 2.1 � L'axiomatique de T arski ; historique et v ersion formalisée (11

axiomes).

Année : 1940 1951 1959 1965 1983

Référence : [T ar67 ] [T ar51 ] [T ar59 ] [Gup65 ] [SST83 ]

Axiomes : 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2
3 3 3 3 3
4 4 4 4 4

51 51 ! 5 5 5
6 6 6 6

72 72 ! 71 71 ! 7
8(2) 8(2) 8(2) 8(2) 8(2)

91(2) 91(2) ! 9(2) 9(2) 9(2)
10 10 ! 101 101 ! 10
11 11 11 11 11
12 12
13
14 14
15 15 15 15
16 16
17 17
18 18 18
19
20 ! 201

21 21
Nb. d'axiomes : 20 18 12 10 10

+ + + + +
1 sc héma 1 sc héma 1 sc héma 1 sc héma 1 sc héma

Ré�exivité 1 AB � BA
T ransitivité 2 AB � CD ^ AB � EF ) CD � EF

Iden tité 3 AB � CC ) A = B
Construction 4 9E; � T A B E ^ BE � CD

5 segmen ts 5

AB � A0B 0^ BC � B 0C 0̂

AD � A0D 0^ BD � B 0D 0̂

� T A B C ^ � T A0B 0C0^ A 6= B ) CD � C0D 0

Iden tité 6 � T A B A ) (A = B )
P asc h 7 9X; � T A P C ^ � T B Q C ) � T P x B ^ � T Q x A

Dim. inférieure 8(2) 9ABC; : � T A B C ^ : � T B C A ^ : � T C A B
Dim. sup érieure 9(2) AP � AQ ^ BP � BQ ^ CP � CQ ^ P 6= Q

) � T A B C _ � T B C A _ � T C A B
Euclide 10 9XY; � T A D T ^ � T B D C ^ A 6= D )

� T P x B ^ � T Q x A
Con tin uité 11 8XY; (9A; (8xy; x 2 X ^ y 2 Y ) � T A x y )) )

9B; (8xy; x 2 X ) y 2 Y ) � T x B y ):
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2.4 Ap erçu de la formalisation

La formalisation que nous a v ons réalisée prouv e formellemen t que les

simpli�cations successiv es de l'axiomatique de T arski son t correctes, nous

prouv ons formellemen t que les axiomes sup er�us son t dériv ables à partir des

autres axiomes.

Les sections suiv an tes con tiennen t un rapide tour d'horizon de con ten u

de c hacun des c hapitres :

Le premier c hapitre con tien t l'axiomatique ainsi que la dé�nition du

prédicat � colinéaire � (noté Col ).

T out d'ab ord on supp ose qu'il existe un t yp e p our les ob jets que l'on

manipule, on l'app elle P oint :

P a rameter Point : Set .

Ensuite, on supp ose que l'on a deux prédicats sur les p oin ts, l'un quater-

naire et l'autre ternaire

5

:

P a rameter Cong : Point ! Point ! Point ! Point ! Pr op .

P a rameter Bet : Point ! Point ! Point ! Pr op .

Ensuite nous dé�nissons le prédicat Col a�n de simpli�er l'énoncé de

certains axiomes :

De�nition Col ( A B C : Point ) : Pr op :=

Bet A B C _ Bet B C A _ Bet C A B .

Nous ne détaillons pas tous les axiomes, nous donnons seulemen t l'axiome

de con tin uité :

Axiom c ontinuity :

8 X Y : Point ! Pr op ,

( 9 A : Point , ( 8 x y : Point , X x ! Y y ! Bet A x y )) !
9 B : Point , ( 8 x y : Point , X x ! Y y ! Bet x B y ).

Le second c hapitre con tien t quelques propriétés de base du prédicat de

congruence de longueur des segmen ts (noté Cong ). Il con tien t aussi la preuv e

de l'unicité du p oin t construit par l'axiome 4.

Le troisième c hapitre con tien t quelques propriétés du prédicat qui ex-

prime qu'un p oin t appartien t à un segmen t (noté Bet ). Il con tien t en parti-

culier les preuv es des prop ositions 12, 14 et 16. C'est dans ce c hapitre que

l'axiome qui donne une b orne inférieure p our la dimension est utilisé p our

la première fois.

Le quatrième c hapitre con tien t div erses propriétés de Cong , Col et Bet .

5

P our des raisons pratiques, il est d'usage en Co q de dé�nir les fonctions qui prennen t

plusieurs argumen ts de manière curry�ée (c'est à dire sour la forme A ) B ) C plutôt

que A ^ B ) C ). Si le lecteur le désire il p eut p enser le t yp e de Cong comme : ( Point ,

Point , Point , Point ) ! Pr op .
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Le cinquième c hapitre con tien t quelques propriétés de transitivité de

Bet et la dé�nition d'un prédicat de comparaison de longueurs (noté le )

ainsi que les propriétés asso ciées. Il con tien t en particulier la preuv e des

prop ositions 17 et 18.

Le sixième c hapitre dé�nit un prédicat de non appartenanc e à un seg-

men t noté out qui est utilisé p our prouv er quelques propriétés de Cong , Col

et Bet notammen t des propriétés de transitivité de Col .

Le septième c hapitre dé�nit le milieu, le symétrique d'un p oin t et en

prouv e quelques propriétés. Il faut noter qu'à ce stade nous ne p ouv ons pas

encore prouv er l'existence du milieu.

Le h uitième c hapitre con tien t la dé�nition du prédicat � p erp endicu-

laire � (noté Perp ), quelques propriétés asso ciées ainsi que l'existence du

pro jeté orthogonal. On p eut alors en�n prouv er l'existence du milieu d'un

segmen t.

2.4.1 Deux lemmes cruciaux

Dans notre formalisation, nous suiv ons de près le texte de Sc h w abhäuser,

Szmielew et T arski excepté au c hapitre cinq où nous a v ons in tro duit deux

lemmes cruciaux qui ne �guren t pas dans le texte original. Ces deux lemmes

p ermetten t de déduire l'égalité de deux p oin ts qui �guren t à la même p osition

sur un segmen t.

8ABC; � T A B C ^ AC � AB ) C = B

b b b

A B C

8ABDE; � T A D B ^ � T A E B ^ AD � AE ) D = E:

b bb b

A BD E

2.4.2 Un exemple de preuv e

Nous repro duisons ici une des preuv es non triviales de [ SST83 ] : la preuv e

due à Gupta que l'axiome 18 p eut être dériv é à partir des autres axiomes.
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Fig. 2.6 � Preuv e de l'axiome 18

Nous donnons la traduction de la preuv e telle qu'elle est donnée dans [ SST83 ]

a v ec en parallèle la preuv e formelle sous forme de script Co q.

Cet exemple mon tre que la preuv e formelle est d'une taille raisonnable

comparée à la preuv e informelle. A l'éc helle du dév elopp emen t , si nous omet-

tons le premier c hapitre qui con tien t presque uniquemen t les axiomes, les sept

c hapitres suiv an ts o ccup en t 41 pages et corresp onden t à en viron 4000 lignes

de Co q. Nous obtenons un facteur de de Bruijn , (le rapp ort en tre la taille

du texte original et de sa formalisation [ Wie ]), de 100 lignes par page.

Prop osition 7 (Gupta) . A 6= B ^ � T A B C ^ � T A B D ) � T A C D _
� T A D C

Pr euve:

Soient C0
et D 0

des p oints tels que

6

:

� T A D C 0^ DC 0 � CD et � T A C D 0^ CD 0 � CD

assert (exists C', Bet A D C' /\ Cong D C' C D)...

DecompExAnd H2 C'.

assert (exists D', Bet A C D' /\ Cong C D' C D)...

DecompExAnd H2 D'.

Il faut donc montr er que C = C0
ou D = D 0

.

Soient B et B 00
des p oints tels que :

� T A C 0B 0^ C0B 0 � CB et � T A D 0B 00̂ D 0B 00� DB

assert (exists B', Bet A C' B' /\ Cong C' B' C B)...

DecompExAnd H2 B'.

assert (exists B'', Bet A D' B'' /\ Cong D' B'' D B)...

DecompExAnd H2 B''.

6

La tactique DecompExAn d H A supp ose que H est une h yp othèse de la forme

9x
V

i Pi (x) . Elle in tro duit un p oin t A dans le con texte et décomp ose la conjonction

en di�éren tes h yp othèses.



2.4. Ap erçu de la formalisation 45

D'apr ès le lemme 2.11

7

nous p ouvons en dé duir e que BC 0 � B 00C et que

BB 0 � B 00B .

assert (Cong B C' B'' C).

eapply l2_11.

3:apply cong_commutativity.

3:apply cong_symmetry.

3:apply H11.

Between.

Between.

esTarski.

assert (Cong B B' B'' B).

eapply l2_11;try apply H2;Between.

Par unicité de la c onstruction, on sait que B 00= B 0
.

assert (B''=B').

apply construction_unicity with

(Q:=A) (A:=B) (B:=B'') (C:=B) (x:=B'') (y:=B');Between...

smart_subst B''.

Nous savons donc que les p oints BCD 0C0B 0C0DC forment une c on�gur ation

des cinq se gments. Ce ci est noté FSC
�

BCD 0C0

B 0C0DC

�
.

assert (FSC B C D' C' B' C' D C).

unfold FSC;repeat split;unfold Col;Between;sTarski.

2:eapply cong_transitivity.

2:apply H7.

2:sTarski.

apply l2_11 with (A:=B) (B:=C) (C:=D') (A':=B') (B':=C') (C':=D);

Between;sTarski;esTarski.

D'où C0D 0 � CD (c ar dans le c as B 6= C l'axiome des cinq se gments p ermet

de c onclur e et dans le c as B = C p ar hyp othèse)

8

.

assert (Cong C' D' C D).

cases_equality B C.

(* First case *)

treat_equalities.

eapply cong_transitivity.

apply cong_commutativity.

apply H11.

7

Le lemme 2.11 est le suiv an t :

8ABCA 0B 0C0 � T A B C ) � T A0B 0C0 ) AB � A0B 0 ) BC � B 0C0 ) AC � A0C0

8

Cette étap e utilise la tactique treat equalities qui p ermet de simpli�er le but dans

les cas dégénérés, ceci fait l'ob jet du paragraphe suiv an t.
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Tarski.

(* Second case *)

apply cong_commutativity.

eapply l4_16;try apply H3...

D'apr ès l'axiome de Pasch, il existe un p oint E tel que :

� T C E C 0^ � T D E D 0

assert (exists E, Bet C E C' /\ Bet D E D').

eapply inner_pash;Between.

DecompExAnd H13 E.

Nous p ouvons en dé duir e que IFS
�

ded0c
ded0c0

�
et IFS

�
cec0d
cec0d0

�
.

assert (IFSC D E D' C D E D' C').

unfold IFSC;repeat split;Between;sTarski.

eapply cong_transitivity.

apply cong_commutativity.

apply H7.

sTarski.

assert (IFSC C E C' D C E C' D').

unfold IFSC;repeat split;Between;sTarski.

eapply cong_transitivity.

apply cong_commutativity.

apply H5.

sTarski.

D'où EC � EC 0
et ED � ED 0

.

assert (Cong E C E C').

eapply l4_2;eauto.

assert (Cong E D E D').

eapply l4_2;eauto.

Supp osons que C 6= C0
. Il faut montr er que D = D 09

.

cases_equality C C'.

smart_subst C'.

assert (E=C).

eTarski.

smart_subst E.

unfold IFSC, FSC,Cong_3 in *;intuition.

9

Notons que cette phrase utilise la décidabilité de l'égali té de deux p oin ts
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D'apr ès l'hyp othèse, on a aussi C 6= D 0
.

assert (C<>D').

unfold not;intro.

treat_equalities...

D'apr ès l'axiome de c onstruction d'un se gment, il existe des p oints P , Q et

R tels que :

� T C0C P ^ CP � CD 0
et � T D 0C R ^ CR � CE et � T P R Q ^ RQ � RP

assert (exists P, Bet C' C P /\ Cong C P C D')...

DecompExAnd H21 P.

assert (exists R, Bet D' C R /\ Cong C R C E)...

DecompExAnd H21 R.

assert (exists Q, Bet P R Q /\ Cong R Q R P)...

DecompExAnd H21 Q.

Donc FSC
�

D 0CRP
PCED 0

�
, d'où RP � ED 0

et donc RQ � ED .

assert (FSC D' C R P P C E D').

unfold FSC;unfold Cong_3;intuition...

eapply l2_11.

apply H25.

3:apply H26.

Between.

sTarski.

assert (Cong R P E D').

eapply l4_16.

apply H21.

auto.

assert (Cong R Q E D).

eapply cong_transitivity.

apply H28.

eapply cong_transitivity.

apply H22.

sTarski.

On en dé duit que FSC
�

D 0EDC
PRQC

�
,

assert (FSC D' E D C P R Q C).

unfold FSC;unfold Cong_3;intuition...

eapply l2_11.
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3:eapply cong_commutativity.

3:eapply cong_symmetry.

3:apply H22.

Between.

Between.

sTarski.

d'où d'apr ès le lemme 2.11 D 0D � PQ et CQ � CD (c ar dans le c as où

D 0 6= E l'axiome des cinq se gments p ermet de c onclur e, dans le c as c ontr air e,

nous p ouvons dé duir e que D 0 = D et P = Q ).

cases_equality D' E.

(* First case *)

treat_equalities...

sTarski.

(* Second case *)

eapply l4_16;eauto.

D'apr ès le thé or ème 4.17, c omme R 6= C et que R , C et D 0
sont c oli-

né air es nous p ouvons c onclur e que D 0P � D 0Q .

assert (R<>C).

unfold not;intro.

treat_equalities...

assert (Cong D' P D' Q).

apply l4_17 with (A:=R) (B:=C) (C:=D').

assumption.

3:apply H32.

unfold Col;left;Between.

sTarski.

Comme C 6= D 0
, Col CD 0B et Col CD 0B 0

. On p eut dé duir e de manièr e

analo gue que BP � BQ et B 0P � B 0Q .

assert (Cong B P B Q).

eapply l4_17; try apply H20;auto.

unfold Col;right;right;Between.

(* *)

assert (Cong B' P B' Q).

eapply l4_17 with (C:=B').

apply H20.

unfold Col.

Between.

assumption.

assumption.
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Comme C 6= D 0
, on a B 6= B 0

et c omme Col BC 0B 0
on a C0P � C0Q .

cases_equality B B'.

subst B'.

unfold IFSC,FSC, Cong_3 in *;intuition.

clean_duplicated_hyps.

clean_trivial_hyps.

assert (Bet A B D').

Between.

assert (B=D').

eTarski.

treat_equalities.

Tarski.

assert (Cong C' P C' Q).

eapply l4_17.

apply H37.

unfold Col;right;left;Between.

auto.

auto.

Comme C 6= C0
et Col C0CP on a PP � PQ.

assert (Cong P P P Q).

eapply l4_17.

apply H19.

unfold Col;right;right;Between.

auto.

auto.

D'apr ès l'axiome d'identité on a P = Q .

assert (P=Q).

eapply cong_identity.

apply cong_symmetry.

apply H39.

Comme PQ � D 0D , on a aussi D = D 0
.

subst Q.

assert (D=D').

eapply cong_identity with (A:=D) (B:=D') (C:=P).

unfold IFSC,FSC, Cong_3 in *;intuition.

C'est c e qu'il fal lait montr er.

assert (E=D).

eTarski.

unfold IFSC,FSC, Cong_3 in *;intuition.
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2.5 A prop os des cas dégénérés

Les di�éren ts articles à prop os de la formalisation de la géométrie, en

particulier ceux à prop os de la formalisation des F ondements de la gé ométrie

de Hilb ert [DDS00 , MF03 ], metten t l'accen t sur le problème des cas dégé-

nérés. Nous app elons cas dégénérés tous les cas particuliers de con�guration

de la �gure comme par exemple les cas où l'une des conditions suiv an tes est

v éri�ée :

� deux p oin ts coïnciden t,

� trois p oin ts son t alignés,

� deux droites son t parallèles. . .

Les cas dégénérés n'apparaissen t souv en t pas dans les preuv es informelles

et alourdissen t de façon conséquen te la formalisation. La preuv e d'un théo-

rème de géométrie dans un cas dégénéré est souv en t fastidieuse v oire même

di�cile

10

.

A�n de limiter la taille des preuv es, nous nous sommes e�orcés d'auto-

matiser certaines tâc hes rép étitiv es. Nous décriv ons ici ces élémen ts d'au-

tomatisation. Nous p ensons qu'un dév elopp emen t formel ne p eut pas être

réalisé de façon raisonnable sans concev oir quelques tactiques de démonstra-

tion, certes hautemen t sp écialisées, mais qui p ermetten t de traiter certains

problèmes rép étitifs qui son t souv en t omis dans les preuv es informelles. Ceci

a le double in terêt de raccourcir le temps de formalisation et d'augmen ter

la lisibilité des preuv es générées. Il ne faut pas comparer ces mini-tactiques

aux puissan tes pro cédures de décision p our la géométrie, et nous ne p ouv ons

pas les utiliser ici car un de nos buts à terme est justemen t de fournir des

fondations p our des implan tation s de ces pro cédures de décision.

La tactique principale p our traiter les cas dégénérés est la tactique :

treat equalities . L'idée est de propager l'information à prop os des cas

dégénérés. P ar exemple si l'on sait que A = B et que AB � CD alors on

p eut déduire que C = D . C'est très simple mais cela raccourcit les preuv es

des cas dégénérés de manière assez e�cace.

Ltac treat_equalities :=

try treat_equalities_aux;

repeat

match goal with

| H:(Cong ?X3 ?X3 ?X1 ?X2) |- _ =>

assert (X1=X2);

[apply cong_identity with (A:=X1) (B:=X2) (C:=X3);

apply cong_symmetry;assumption|idtac];

smart_subst X2

| H:(Cong ?X1 ?X2 ?X3 ?X3) |- _ =>

10

Il sem blerait que les cas dégénérés soien t à la géométrie ce que l' � -con v ersion est au

lam b da calcul : une source de di�culté imp ortan te dans le cadre d'une formalisatio n.
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assert (X1=X2);

[apply cong_identity with (A:=X1) (B:=X2) (C:=X3);

assumption|idtac];

smart_subst X2

| H:(Bet ?X1 ?X2 ?X1) |- _ =>

assert (X1=X2);

[apply between_identity;

assumption|idtac];

smart_subst X2

end.

Mais le problème des cas dégénérés ne p eut pas être totalemen t évité

car parfois les cas dégénérés son t presque plus complexes que le cas général.

En rev anc he, notre exp érience a mon tré que le c hoix de l'axiomatique est

capital. Certains dév elopp emen t s que nous a v ons réalisés dans le cadre de

l'axiomatique de Hilb ert, nous on t mon tré que celle-ci pro duit b eaucoup

plus de cas dégénérés que l'axiomatique de T arski. Ceci est sans doute en

partie dû au fait que les axiomes son t énoncés de manière moins générique

que dans l'axiomatique de T arski (ils comp orten t plus de conditions de non

dégénéscence) et pro duisen t donc des preuv es moins � uniformes � .

2.6 Logique classique vs. logique in tuiti onni ste.

Notre formalisation de la géométrie de T arski a été réalisée dans le sys-

tème Co q. Puisque le no y au du système Co q est basé sur le calcul des

constructions inductiv es [CPM90 ], i.e. une logique constructiv e, quand nous

a v ons b esoin de la logique classique il est nécessaire de le préciser au système.

C'est le cas dans le dév elopp emen t que nous a v ons réalisé à partir de l'axio-

matique de T arski. Il apparaît fréquemmen t dans les preuv es des distinctions

de cas. Celles-ci utilisen t impliciteme n t le fait que l'égalité en tre deux p oin ts

et le prédicat qui exprime le fait que trois p oin ts son t colinéaires son t déci-

dables. Il serait bien sûr in téressan t de réaliser un dév elopp emen t puremen t

constructif de la géométrie, nous n'a v ons pas pu nous atteler à cette tâc he

même si comme nous l'a v ons vu il existe des axiomatiques constructiv es que

l'on p eut facilemen t formaliser en Co q [ Kah95 ], seules quelques propriétés

simples on t été dériv ées par v on Plato à partir de son axiomatique, il reste

à réaliser un tra v ail similaire à celui de T arski, Szmielew et Sc h w abhäuser

p our des géométries constructiv es, c'est à dire réaliser un dév elopp emen t

systèmatique de la géométrie dans un cadre constructif.
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2.7 Conclusion et p ersp ectiv es

Nous a v ons présen té notre formalisation de l'axiomatique de T arski. Nous

donnons, en particulier, la preuv e formelle que certaines simpli�cations de

l'axiomatique originale de T arski son t correctes. Mais la conclusion la plus

imp ortan te est sans doute la suiv an te : parmi les di�éren tes axiomatiques,

celle de T arski est vraisem blablemen t la plus adaptée à la formalisation. En

e�et, nous nous sommes aussi in téressé à la formalisation de l'axiomatique de

Hilb ert et d'après notre exp érience p ersonnelle, les dév elopp emen t s réalisés à

partir de l'axiomatique de T arski son t plus faciles car ils son t plus uniformes

que ceux réalisés à partir de l'axiomatique de Hilb ert. Ils comp orten t moins

de cas dégénérés. Comme de plus l'axiomatique de T arski admet de b onnes

propriétés méta-théorique s, nous p ensons donc qu'elle est la plus adaptée à

un dév elopp emen t formel de la géométrie (non constructiv e). P ar exemple,

con traireme n t à l'axiomatique de Hilb ert, dans le cadre de l'axiomatique de

T arski, il est p ossible de construire une partie du dév elopp emen t de manière

indép endan t e de la dimension dans laquelle on tra v aille. Cela signi�e qu'en

pratique, si nous v oulons réaliser un dév elopp emen t en dimension trois, nous

p ouv ons réutiliser une grande partie de notre dév elopp emen t .

Même si la géométrie ne fait plus b eaucoup l'ob jet de l'in térêt des ma-

thématicien s, nous p ensons qu'il reste encore de nom breux sujets à explorer.

Une extension naturelle de notre tra v ail serait de formaliser les autres c ha-

pitres de [SST83 ] et de prouv er tous les axiomes de Hilb ert. Ce tra v ail est en

cours. Nous en visageons aussi d'enric hir notre formalisation a�n de s'en ser-

vir comme fondation p our le dév elopp emen t de F rédérique Guilhot. Il serait

aussi très in téressan t (mais cela constitue un dé� à plus long terme) de dév e-

lopp er un traité de géométrie constructiv e similaire au livre de Sc h w abhäu-

ser, Szmielew et T arski mais basé sur l'axiomatique de v on Plato [ vP95 ] par

exemple.

Détail des énoncés prouv és

L'annexe B fournit la liste des énoncés qui on t été prouv és en Co q à

partir de notre formalisation de l'axiomatique de T arski. Le dév elopp emen t

Co q complet a v ec les pr euves et les liens h yp ertextes facilitan t la na vigation

p eut être consulté à l'adresse suiv an te :

http://www.lix.polytechnique.fr/Labo/Julie n. N ar bo u x/ t ar s ki . ht ml

http://www.lix.polytechnique.fr/Labo/Julien.Narboux/tarski.html
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Chapitre 3

Démonstra tion a utoma tiqu e

en géométrie

3.1 In tro duction

La géométrie est l'un des domaines les plus fructueux de la démonstra-

tion automatique. De nom breux théorèmes di�ciles p euv en t être prouv és

par des programmes en utilisan t des métho des analytiques ou algébriques.

Une des premières pro cédures de décision p our la géométrie fût in tro duite

par Alfred T arski : l'éliminatio n des quan ti�cateurs dans la théorie des corps

réels clos. Sa métho de fût ensuite améliorée par la métho de de décomp o-

sition cylindrique de Collins [ Col75 ]. Il existe de nom breuses tec hniques de

démonstration automatique en géométrie. Dans ce c hapitre nous donnons

d'ab ord un bref ap erçu des principales métho des de démonstration automa-

tique en géométrie, puis nous détaillons la métho de des aires de Chou, Gao

et Zhang que nous a v ons formalisée au sein de l'assistan t de preuv e Co q.

Cette formalisation fait l'ob jet du c hapitre suiv an t.

Comme nous l'a v ons vu au premier c hapitre, il y a deux façons d'ab order

la géométrie : a v ec ou sans co ordonnées. Ceci se re�ète aussi dans les mé-

tho des de démonstration automatique. Ainsi, nous distinguons deux t yp es

de métho des, d'une part les métho des algébriques qui son t basées sur une

représen tation sous forme de con train tes sur les co ordonnées et d'autre part

les métho des qui éviten t l'utilisation des co ordonnées.
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3.2 Les métho des algébriques

3.2.1 La métho de des bases de Gröbner

La métho de des bases de Gröbner a été in tro duite par Bruno Buc h b er-

ger en 1965

1

[Buc65 ]. Depuis, elle a b eaucoup été étudiée et est disp onible

dans la plupart des systèmes de calcul formel. Elle a trouv é de nom breuses

applications dans di�éren ts domaines des mathématiques et des sciences de

l'ingénieur. En ce qui concerne les assistan ts de preuv e, Jérôme Creci a réa-

lisé une implan tation dans le système Co q [ Cre04 ] en réutilisan t l'algorithme

de Buc h b erger extrait de la preuv e de correction réalisée par Lauren t Théry

[Thé01 ]. La métho de des bases de Gröbner p ermet de décider si un p olynôme

appartien t à un idéal. Dans le con texte de la géométrie, il faut donc exprimer

les h yp othèses et la conclusion a v ec des p olynômes et tester si la conclusion

est dans l'idéal engendré par les h yp othèses. Cette métho de ne p ermet pas de

traiter des problèmes utilisan t des inégalités p olynomiales, on ne p eut donc

pas traiter des problèmes dans une géométrie ordonnée impliquan t l'ordre

des p oin ts sur une droite par exemple.

3.2.2 La métho de de W u

In tro duite en 1978, la métho de de W u fût la première métho de vraimen t

fructueuse en géométrie [ W u78 ], puisque elle p ermit non seulemen t de re-

trouv er la preuv e de nom breux théorèmes exprimés de manière constructiv e

en géométrie non ordonnée mais aussi de prouv er de nouve aux théorèmes.

Cette métho de est capable de générer automatiqueme n t les conditions de

non-dégénér e sce n c e d'un théorème. Elle est complète p our la géométrie mé-

trique dé�nie par l'axiomatique de W u que nous a v ons décrite page 21 . Cette

métho de a été améliorée par Shang Ching Chou. P our plus d'information à

prop os de cette métho de v oir le livre et la thèse de Chou [ Cho88 , Cho85 ].

3.2.3 La décomp ositi on cylindri que

La métho de de décomp osition cylindrique a été in tro duite par Collins

dans les années 70 [ Col75 ]. C'est une métho de qui p ossède un c hamps d'ap-

plication très large puisqu'elle réalise l'éliminatio n des quan ti�cateurs dans

la théorie des corps réels clos. En ce qui concerne la preuv e formelle, une im-

plan tation est en cours dans le système Co q, p our plus d'informations v oir

la thèse de Assia Mah b oubi [ Mah05 , Mah06 ].

1

Bruno Buc h b erger a donné le nom de son directeur de thèse à sa métho de.
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3.3 Les métho des sans co ordonnées

3.3.1 La métho de des angles

La métho de des angles [ CGZ96 ] p ermet de générer des preuv es lisibles

p our de nom breux théorèmes. Elle a cep endan t le défaut de n'être qu'une

heuristique. Elle est basée sur la notion d'angle en tre deux droites pris dans

le sens trigonométr i que . Cette métho de a fait l'ob jet d'une implan tation en

prolog par Sean Wilson [ WF05 ]. Le logiciel dév elopp é p ermet en outre de

visualiser les preuv es sous la forme d'une suite de diagrammes.

3.3.2 La métho de des v ecteurs

La métho de des v ecteurs [ CGZ94 ] est très similaire à la métho de des aires

que nous dév elopp ons dans la partie suiv an te. Elle manipule trois quan tités

géométriques : les v ecteurs, leur pro duit v ectoriel et leur pro duit scalaire.

L'idée de la métho de est d'éliminer les p oin ts du but dans l'ordre in v erse de

leur construction.

3.3.3 La métho des des aires de Chou, Gao et Zhang

La pro cédure de décision de Chou, Gao et Zhang est la mécanisation

d'une métho de conn ue sous le nom de métho de des air es . C'est une métho de

à mi-c hemin en tre les métho des analytiques et algébriques. L'idée de la mé-

tho de consiste à exprimer le but de manière constructiv e

2

et à traiter les

p oin ts dans l'ordre in v erse de leur construction. Le tableau 3.1 fournit la

liste des constructions p ossibles. Le traitemen t de c haque p oin t consiste à

éliminer toutes les o ccurrences de ce p oin t dans le but. Ceci est réalisé grâce

à une batterie de lemmes d'élimination .

P our être traitable par la métho de le but doit donc v éri�er deux condi-

tions. Premièrem e n t le théorème doit être énoncé comme une séquence de

constructions (par exemple on construit des p oin ts comme in tersection de

deux droites ou sur la parallèle à une droite passan t par un p oin t, etc.)

3

.

Deuxièmemen t, le but doit être exprimé en utilisan t une expression arithmé-

tique comp ortan t trois quan tités géométriques :

1. la ratio de distances orien tées p ortées par des droites parallèles (

AB
CD

)

a v ec (AB ) parallèle à (CD) ,

2. l'aire orien tée d'un triangle ( SABC ) et

2

Notons que le terme � constructif � est emplo y é ici p our désigner une séquence de

constructions géométriques, il ne signi�e pas constructif dans le sens de la logique construc-

tiv e.

3

Notons que la façon don t la �gure est construite à une in�uence sur les conditions de

non-dégénérescence et induit donc des théorèmes légèremen t di�éren ts.
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T ab. 3.1 � Constructions

bb b

YP Q

Soit Y sur la droite PQ
tel que

P Y
P Q

= � .

( P 6= Q )

b b

b

b

b
P

Q

U

V

Y

Soit Y l'in tersection de PQ et UV .

( PQ , UV )

b b

bb

P Q

R Y

Soit Y sur la parallèle à PQ passan t par R
tel que

RY
P Q

= � .

( P 6= Q )

b

b

b

b

bb

U

P Q

R Y

V

Soit Y l'in tersection de UV
et de la parallèle à PQ passan t par R .

( PQ , UV )

b

b

b

b

b

b

b

U

P

Q

R

Y

V

W

Soit Y l'in tersection de la parallèle à PQ passan t

par R et de la parallèle à UV passan t par W .

( PQ , UV )
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3. la di�érence de Pythagore (la di�érence en tre la somme des carrés

des deux côtés d'un triangle et du carré du troisième côté PABC =
AB

2
+ BC

2
� AC

2
).

Remarque 2. Notons que

PABC = � 2(
��!
AB:

��!
BC )

et

4S2
ABC =

��!
AB ^

��!
BC :

��!
AB ^

��!
BC

où : r epr ésente le pr o duit sc alair e et ^ r epr ésente le pr o duit ve ctoriel. Ce ci

explique les similitudes évo qué e s plus haut entr e la métho de des ve cteu rs et

la métho de des air es.

Ces trois quan tités géométriques son t su�san tes p our traiter un grande

partie de la géométrie comme on p eut le v oir sur le tableau 3.2 page 61 . Elles

v éri�en t des propriétés élémen taire s comme SAAB = 0 , SABC = �S BAC et

SABC = SBCA . Ces propriétés son t dé�nies précisémen t par l'axiomatique

que nous a v ons présen tée page 24 .

En résumé, les form ules traitées par cette métho de son t celles de la forme :

8A1; : : : An : Point; C i (Ao; : : : ; Ap) ! : : : ! Cj (Aq; : : : ; A r ) ! R = 0

où R est une expression arithmétique sur un corps con tenan t des aires orien-

tées et des ratios et les Ci son t des prédicats expriman t la séquence de

constructions. P our c haque p oin t construit il y a un prédicat Ci expriman t

la façon don t il a été construit. Notons que le graphe de dép endance des

constructions ne doit pas con tenir de cycle.

P our éliminer un p oin t du but, on v a appliquer l'un des lemmes d'élimina-

tion qui apparaissen t dans le tableau 3.3 page 62 . Ce tableau se lit de la façon

suiv an te : p our éliminer un p oin t Y , il faut c hoisir la ligne corresp ondan t à la

façon don t le p oin t Y a été construit, et appliquer la form ule donnée dans la

colonne corresp ondan t à la quan tité géométrique dans laquelle Y apparaît.

Les lemmes réécriv en t n'imp orte quelle quan tité géométrique con tenan t une

o ccurrence d'un p oin t Y ( SABY ou

AY
CD

p our n'imp orte quels p oin ts A , B , C
et D tels que (AY ) k (CD) ) en une expression sans o ccurrence de Y 4

. Il y

a un lemme p our c haque paire de construction et de quan tité géométrique.

P our la géométrie de l'incidence , nous a v ons cinq façons de construire un

p oin t et deux quan tités géométriques, donc dix lemmes d'éliminatio n son t

nécessaires. Notons qu'il y a plus de constructions que nécessaire (certaines

p euv en t être exprimées au mo y en d'autres). Ceci est utilisé p our simpli�er

4

Notons que toutes les o ccurrences de Y son t éliminées seulemen t si les p oin ts présen ts

dans la quan tité géométrique con tenan t Y ( A , B , C et D ) son t di�éren ts de Y , ce problème

est traité dans l'implan tation décrite au c hapitre suiv an t.
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les énoncés des théorèmes et p our réduire la taille des preuv es en fournis-

san t des lemmes d'éliminatio n p our des constructions non primitiv es. Les

constructions qui fon t in terv enir un paramètre � p euv en t être utilisées p our

construire un p oin t à une distance donnée (si � est instanciée) ou à n'im-

p orte quelle distance (si � reste sous forme d'une v ariable). Dans ce cas,

ces constructions p ermetten t de construire ce que nous app elons des p oin ts

semi-libres.

Quand tous les p oin ts construits on t disparu du but, le résultat est une

expression arithmétique con tenan t des quan tités géométriques utilisan t uni-

quemen t des p oin ts libres

5

. Après cette étap e les quan tités géométriques

utilisen t uniquemen t des p oin ts libres mais ce ne son t pas nécessairemen t

des quan tités indép endan t e s. Elles p euv en t être liées par la relation dé�nie

par l'axiome de dimension :

SABC = SDBC + SADC + SABD

Dans le cas où elles ne son t pas indép endan t e s, elles p euv en t être décom-

p osées au mo y en de trois p oin ts non colinéaires. Ces p oin ts p euv en t être

vus comme une base qui ne serait pas nécessairemen t orthogonale. Nous dé-

taillerons ceci dans le c hapitre 4 . Si toutes les quan tités géométriques son t

indép endan t e s le but p eut être vu comme une équation en tre deux fractions

rationnelles. Celle-ci est facilemen t décidable.

Les étap es de la métho de p euv en t être résumées informellemen t de la façon

suiv an te :

� exprimer le but de manière c onstructive (comme une suite de construc-

tions) en n'utilisan t que des quan titées géométriques ;

� v éri�er les conditions de non-dégénér e sce n c e ;

� enlev er les p oin ts construits du but un à un en utilisan t les lemmes

d' élimination ;

� transformer le but en une expression con tenan t uniquemen t des quan-

tités géométriques indép endantes ;

� dé cider si l'égalité obten ue est univ ersellemen t vraie ou non.

5

Un p oin t libre est un p oin t don t le dégré de lib erté est égal à la dimension de l'espace

dans lequel on tra v aille, dans Ge oPr o of cela corresp ond aux p oin ts que l'on p eut déplacer

libremen t.
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T ab. 3.2 � T raduction de quelques prédicats usuels en utilisan t S, des ratios

et P
Notion Geométrique F ormalisation

A , B et C son t collinéaires SABC = 0
AB k CD SABC = SABD

I est le milieu de [AB ] AB
AI

= 2 ^ S ABI = 0
AB ? BC PABC = 0
AB ? CD PACD = PBCD

A = B PABA = 0

Exemple explicatif

Dans cette partie, nous donnons un exemple de preuv e en utilisan t la

métho de des aires.

Considérons le théorème de la droite des milieux :

bb

A B

C

A'B'

Soit ABC un triangle, et soien t A0
et B 0

les

milieux de BC et AC resp ectiv emen t. La droite

A0B 0
est parallèle à la base AB .

Pr euve (en utilisant la métho de des air es). T out

d'ab ord nous traduisons le but ( A0B 0 k AB ) en

son équiv alen t en utilisan t l'aire orien tée :

SA 0B 0A = SA 0B 0B

Ensuite nous éliminons du but les p oin ts construits en commençan t par les

derniers construits. Nous p ouv ons donc éliminer A0
ou B 0

qui son t c hacun

des feuilles de l'arbre de dép endance s de la construction. Nous c hoisissons

d'éliminer B 0
. Les quan tités géométriques con tenan t une o ccurrence de B 0

son t SA 0B 0B et SA 0B 0A , B 0
a été construit en utilisan t la première construction

du tableau 3.3 a v ec � = 1
2 , on en déduit que :

SA 0B 0A = SAA 0B 0 =
1
2

SAA 0A +
1
2

SAA 0C =
1
2

SAA 0C

et

SA 0B 0B = SBA 0B 0 =
1
2

SBA 0A +
1
2

SBA 0C

En utilisan t ces deux égalités et après simpli�cation le but devien t alors

SAA 0C = SBA 0A + SBA 0C

Main tenan t nous p ouv ons éliminer A0
de manière analogue en utilisan t les

égalités suiv an tes :

SCAA 0 =
1
2

SCAB +
1
2

SCAC =
1
2

SCAB
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T ab. 3.3 � Lemmes d'éliminatio n

Construction

Description F orm ule d'éliminatio n

(Condition de non dégénérescenc e ) SABY = Si

AY k CD
A 6= Y
C 6= D

alors

AY
CD

=

bb b

YP Q

Soit Y sur la droite PQ

tel que

P Y
P Q

= � .

( P 6= Q )

�S ABQ + (1 � � )SABP

8
><

>:

AP
P Q

+ �

CD
P Q

si A 2 PQ

SAP Q
SCP DQ

sinon

a :

b b

b

b

b

P

Q

U

V

Y

Soit Y l'in tersection de PQ et UV .

( PQ , UV )

SP UV SABQ + SQV U SABP
SP UQV

(
SAUV

SCUDV

si A 62UV
SAP Q

SCP DQ

sinon :

b b

bb

P Q

R Y

Soit Y sur la parallèle à PQ passan t par R

tel que

RY
P Q

= � .

( P 6= Q )

SABR + � SAP BQ

8
><

>:

AR
P Q

+ �

CD
P Q

si A 2 RY

SAP RQ
SCP DQ

sinon :

b

b

b

b

bb

U

P Q

R Y

V

Soit Y l'in tersection de UV

et de la parallèle à PQ passan t par R .

( PQ , UV )

SP UQR SABV �S P V QR SABU
SP UQV

(
SAUV

SCUDV

si A 62UV
SAP RQ
SCP DQ

sinon :

b

b

b

b

b

b

b

U

P

Q

R

Y

V

W

Soit Y l'in tersection de la parallèle à PQ passan t

par R et de la parallèle à UV passan t par W .

( PQ , UV )

SP W QR
SP UQV

:SAUBV + SABW

(
SAP RQ
SCP DQ

si AY , PQ
SAUW V
SCUDV

sinon :

a SABCD est une notation p our SABC + SACD .
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SABA 0 =
1
2

SABB +
1
2

SABC =
1
2

SABC

SCBA 0 =
1
2

SCBB +
1
2

SCBC = 0

Le but devien t alors :

1
2

SCAB =
1
2

SABC

La preuv e est terminée car SCAB = SABC par h yp othèse sur S.
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3.4 Conclusion

Nous a v ons donné un rapide ap erçu des principales métho des de démons-

tration automatique en géométrie. Le tableau suiv an t résume les principales

propriétés de ces métho des. Nous a v ons décrit en détail la métho de des aires

de Chou, Gao et Zhang. Dans le c hapitre suiv an t, nous nous in téressons à sa

formalisation en Co q.

Métho de T

raite

des

cas

non

constructifs

T

raite

des

problèmes

impliquan

t

l'ordre

Génére

des

preuv

es

lisibles

Référence

Bases de Gröbner 3 8 8 [ Buc65 ]

Décomp osition cylindrique 3 3 8 [ Col75 ]

Métho de de W u 8 8 8 [ W u78 ]

Métho de des aires 8 8 3 [ CGZ94 ]

Métho de des angles 8 8 3 [ CGZ94 ]

Métho de des v ecteurs 8 8 3 [ CGZ94 ]



Chapitre 4

F ormalisa tion de la

méthode des aires en Coq

Nous présen tons dans ce c hapitre la formalisation en Co q d'une pro cédure

de décision p our la géométrie a�ne plane. P armi les pro cédures de décision

p our la géométrie que nous a v ons décrites au c hapitre précéden t, nous a v ons

c hoisi d'implan ter la métho de des aires de Chou, Gao et Zhang. En e�et

cette pro cédure génère des preuv es à la fois courtes et � lisibles � .

4.1 In tro duction

Comme nous a v ons pu le v oir en in tro duction du c hapitre 2 , récemmen t

des dév elopp emen t s on t été réalisés p our formaliser des élémen ts de géométrie

dans des assistan ts de preuv e [ Kah95 , DDS00 , MF03 , Gui05 , Nar06c ]. Ces

di�éren ts dév elopp emen t s visen t deux applications principales : l'enseigne-

men t de la géométrie et la preuv e d'algorithm e s géométriques. Nous p ensons

que les succès de la démonstration automatique en géométrie p euv en t servir

ces deux buts. En e�et, il est p ossible de formaliser dans les assistan ts de

preuv e un év en tail très large de théorèmes, mais p our cela nous a v ons b esoin

d'automatisatio n a�n de faciliter la pro duction de preuv es formelles.

Le but du tra v ail que nous décriv ons dans ce c hapitre est de p ermettre

l'utilisation de la métho de de Chou, Gao et Zhang dans l'assistan t de preuv e

Co q [Co q04 , HKPM04 , BC04a ]. Nous décriv ons ici l'implan tati o n de la pro-

cédure de décision en une tactique Co q.

Comparée à une implan tation ad-ho c d'un démonstrateur automatique

en géométrie, cette appro c he basée sur un assistan t de preuv e a l'a v an tage de

fournir un très haut niv eau de con�ance en la correction des preuv es générées

puisqu'elles son t v éri�ées par le no y au de Co q.

La formalisation d'une pro cédure de décision au sein de Co q n'a pas

seulemen t l'a v an tage de simpli�er la preuv e des théorèmes et d'augmen ter le
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niv eau de con�ance, elle p ermet aussi de com biner des preuv es géométriques

a v ec des preuv es arbitraireme n t complexes dév elopp ées en utilisan t toute la

puissance de la logique sous jacen te à l'assistan t de preuv e. P ar exemple, des

théorèmes don t la preuv e utilise une induction sur le nom bre de p oin ts d'un

p olygone p euv en t être formalisés en utilisan t le système Co q. Il est aussi p os-

sible d'utiliser des argumen ts géométriques p our prouv er la correction d'un

programme en algorithmique géométrique. Les problèmes liés au traitemen t

des conditions de non dégénérescenc e son t cruciaux dans ce con texte ; ceci

est aussi mis en v aleur dans notre formalisation.

Ce c hapitre est organisé de la manière suiv an te : après a v oir motiv é nos

c hoix de formalisation, nous décriv ons commen t la pro cédure est implan tée

dans l'assistan t de preuv e Co q, puis nous donnons quelques exemples de

théorèmes démon trés automatiqueme n t .

Le pro cessus de formalisation de la pro cédure de décision p eut être di-

visé en trois étap es. Il faut d'ab ord c hoisir l'axiomatique, ensuite prouv er les

prop ositions nécessaires à la tactique et en�n écrire la tactique elle-même.

Ces trois étap es son t décrites dans les sections suiv an tes les unes après les

autres, mais p our faciliter le dév elopp emen t formel elles on t en fait été réali-

sées en parallèle. En e�et, certaines des sous-tactiques de la tactique globale

implan tan t la pro cédure de décision serv en t d'outils p our faciliter la preuv e

des prop ositions nécessaires.

4.2 Choix du langage

Il existe trois métho des p our a jouter une tactique au système Co q :

� programmer directemen t en utilisan t la langage dans lequel Co q est

implan té : Ocaml,

� programmer en utilisan t le langage de tactiques de Co q : L tac ,

� programmer par ré�exion en utilisan t Co q comme un langage de pro-

grammation .

Notre tactique est implan tée principalem e n t en utilisan t le langage L tac

qui est in tégré au système Co q. Ce langage fournit des primitiv es p our dé-

crire des tactiques Co q au sein de Co q lui-même (sans utiliser Ocaml). Mais

certaines des sous-tactiques que nous utilisons son t implan tées en utilisan t

la métho de de la ré�exion. Cette métho de, in tro duite par Sam uel Boutin en

1997 [Bou97 ], consiste à formaliser un sous ensem ble du langage de Co q (ici

celui des expressions arithmétiques construites à partir de quan tités géomé-

triques noté A dans la suite) au mo y en d'un ob jet de Co q lui même (dans

ce cas un t yp e inductif représen tan t les expressions arithmétiques noté AF ).

Les calculs qui seraien t e�ectués par une tactique classique (non ré�exiv e)

dans le métalangage (Ocaml ou L tac ) son t ici réalisés en utilisan t le langage

Co q lui-même. La �gure 4.1 fournit une représen tation du pro cessus de ré-
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AF
Coq

f //AF

Coq i � 1

��
A

L taci

OO

A

P : 8t i � 1(f (t)) = i � 1(t)

Fig. 4.1 � La ré�exion.

�exion dans le cas d'une tactique qui réalise une réécriture. Une tactique

ré�exiv e est comp osée de quatre élémen ts :

i un fragmen t de co de écrit en L tac (ou en Ocaml)

1

p our traduire un terme

Co q dans l'univ ers des ob jets (réi�cation) ,

f un terme Co q qui résout le problème exprimé dans l'univ ers des ob jets,

i � 1
un terme Co q qui traduit depuis l'univ ers des ob jets v ers l'univ ers Co q

(p our que la tactique puisse fonctionner il faut que i � 1(i (t)) �! t mais

ce fait n'a pas b esoin

2

d'être pr ouvé formel lement ),

P la preuv e de la v alidité de la transformation réalisée par f .

Cette métho de a l'a v an tage de pro duire des tactiques plus e�caces et

des preuv es plus courtes parce que l'applicatio n de la tactique se traduit en

une seule étap e de calcul (en utilisan t la règle de con v ersion du calcul des

constructions inductiv es). De plus, grâce au tra v ail de thèse de Benjamin

Grégoire [Gré03 ] le pro cessus de con v ersion p eut être c ompilé

3

, il est p ossible

de réaliser de cette manière des calculs relativ emen t e�caces. La preuv e

du théorème des quatre couleurs en Co q réalisée par Georges Gon thier en

collab oratio n a v ec Benjamin W erner est un exemple signi�catif qui n'aurait

sans doute pas pu être mené à bien sans cette tec hnique [ Gon04 ].

P our plus d'information sur la métho de de preuv e ré�exiv e, nous in vitons

le lecteur à consulter le c hapitre 16 du livre le Co q'A rt de Y v es Bertot et

Pierre Castéran [BC04a ].

Dans notre dév elopp emen t , nous a v ons utilisé le métho de de la ré�exion p our

l'implan tati o n des tactiques d'uni�catio n et de simpli�cation. Nous n'a v ons

pas c hoisi la métho de de la ré�exion p our la tactique dans sa globalité p our

deux raisons :

1. Nous p ensons que l'e�cacité ne serait pas améliorée de manière signi�-

cativ e et les preuv es générées seraien t d'une taille comparable. En e�et

les preuv es générées par notre tactique son t principalem e n t une suite

d'applicatio n s de lemmes d'éliminatio n .

1

Il est parfois aussi p ossible d'utiliser la commande quote de Co q qui p ermet dans des

cas simples de générer automatiquemen t ce fragmen t de co de.

2

Cela ne p eut d'ailleurs pas être prouv é puisque i représen te du co de Ocaml ou L tac

que l'on ne p eut pas manipuler dans Co q.

3

Ceci nécessite la v ersion 8.1 ou sup érieure du système Co q.



68 Chapitre 4. F ormalisation de la métho de des aires en Co q

2. Exprimer la tactique comme un terme Co q, et prouv er la correction

aurait été une tâc he très di�cile. Nous faisons un usage in tensif des

primitiv es de haut niv eau du langage L tac comme par exemple la re-

connaissance de motifs p our des termes et des sous termes, l'e�acemen t

d'h yp othèses etc. P our utiliser la métho de de ré�exion sur la tactique

dans sa globalité, toute cette mac hinerie et la preuv e de sa correction

auraien t dû être réalisées en Co q. Cela reviendrait en partie à implan-

ter L tac en Co q, exercice in téressan t et qui p ourrait s'a v érer utile dans

le con texte actuel qui consiste à mettre de plus en plus de calculs dans

les preuv es, mais qui aurait demandé un e�ort conséquen t.

4.3 Choix de l'axiomatique

L'axiomatique que l'on v a utiliser p our formaliser cette pro cédure de

décision en Co q est inspirée de l'axiomatique de Chou, Gao et Zhang que

nous a v ons présen tée page 24 . Le tableau 4.1 page ci-con tre fournit la liste

des axiomes que nous a v ons utilisés p our la formalisation.

Le premier axiome représen te le fait que nous a v ons une collection de

p oin ts. Nous supp osons que nous a v ons un corps de caractéristique di�éren te

de deux. Nous omettons les axiomes des corps qui son t standards. Nous

supp osons que nous a v ons deux fonctions, l'une d'arité deux ( AB ) et l'autre

d'arité trois ( SABC ) des p oin ts dans le corps ( F ). La première représen te

la distance orien tée en tre A et B , la seconde représen te l'aire orien tée du

triangle A , B , C .

Les axiomes de dimension exprimen t le fait que tous les p oin ts son t dans le

même plan et qu'il ne son t pas tous colinéaires.

L'axiome de construction exprime le fait que l'on p eut construire un unique

p oin t à une certaine distance sur une droite dé�nie par deux p oin ts distincts.

L'axiome des prop ortions est très imp ortan t, il fournit une relation en tre le

ratio des distances orien tées et l'aire orien tée.

Notre axiomatique di�ère légèremen t de celle de Chou, Gao et Zhang.

Premièrem e n t , nous supp osons que la caractéristique du corps est di�éren te

de deux. Cela est utilisé d'une part p our simpli�er l'axiomatique et d'autre

part p our p ermettre la construction du milieu d'un segmen t sans a v oir à faire

l'h yp othèse explicite que deux est di�éren t de zéro. En e�et si 2 6= 0 on a :

8ABC SABC = �S BAC ) 8 AC SAAC = 0

A v ec l'axiome de Chasles on p eut aussi déduire que AB = � BA .

Nous accordons de l'imp ortanc e au milieu d'un segmen t car il est utile à la

preuv e de la v alidité de la construction d'un p oin t sur une droite parallèle à

une autre droite.

Deuxièmemen t nous n'admettons pas l'existence d'une notion de collinéarité ,

cette notion est dé�nie en utilisan t l'aire orien tée (trois p oin ts son t colinéaires
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T ab. 4.1 � L'axiomatique formalisée

P oin ts P oin t : Set

Corps

F est un corps

2 6= 0

Distance orien tée

� : P oin t ! P oin t ! F
AB = 0 () A = B

Aire orien tée

S : P oin t ! P oin t ! P oin t ! F
SABC = SCAB

SABC = � S BAC

Axiome de Chasles SABC = 0 ! AB + BC = AC

Dimension

9 A; B; C : P oin t ; SABC 6= 0
SABC = SDBC + SADC + SABD

Construction

8r : F 9P : Point; SABP = 0 ^ AP = r AB

A 6= B
^ S ABP = 0 ^ AP = r AB
^ S ABP 0 = 0 ^ AP 0 = r AB

! P = P0

P arallélog r a m m e SP CQ + SP QD = 0 ) C 6= D ) S CDQ 6= 0 )
P Q
CD

= 1 ) SP DQ
SCDQ

= 1

Prop ortion s SP AC 6= 0 ! S ABC = 0 ! AB
AC

= SP AB
SP AC

b b

A BC

P

H



70 Chapitre 4. F ormalisation de la métho de des aires en Co q

si l'aire du triangle qu'ils formen t est n ulle). Dans [ CGZ94 ] la notion de col-

linéarité de trois p oin ts A , B et C est utilisée p our exprimer certains axiomes

puis est prouv ée équiv alen te à SABC = 0 .

T roisièmemen t , nous a joutons un axiome concernan t les ratios de distances

orien tées p ortées par des droites parallèles. L'axiome énonce le fait que si

la droite (AB ) est parallèle à la droite (CD) et AB = CD alors la droite

(BD ) est parallèle à la droite (AC ) . Cet axiome est un cas particulier de la

généralisation aux droites parallèles de l'axiome des prop ortions :

PQ k AB ) S AQP 6= 0 )
AB

PQ
=

SP AB

SAQP

Nous p ourrions aussi utiliser ce dernier.

Quatrièmem e n t , nous p ouv ons diviser des distances arbitraires, tandis que

l'axiomatique de Chou, Gao et Zhang se restrein t aux ratios de distance

orien tée

AB
CD

quand les droites (AB ) et (CD) son t parallèles. La cohérence

est préserv ée car la distance orien tée p eut être in terprétée dans le mo dèle

analytique standard. Le fait que nous puissions diviser des distances arbi-

traires signi�e que p our in terpréter la fonction distance nous dev ons orien ter

les droites du plan.

Mais la pro cédure de décision utilise explicitemen t le fait que p our c hacun des

ratios de distances orien tées

AB
CD

, (AB ) est parallèle à (CD) . Nos lemmes uti-

lisés dans la pro cédure con tiennen t l'h yp othèse explicite que les droites son t

parallèles. Cela signi�e que dans notre formalisation on p eut écrire un ratio

de distances p ortées par des droites non parallèles mais la pro cédure de déci-

sion ne p eut pas traiter ce cas. Cette formalisation est plus commo de parce

qu'elle est plus générale et p ermet d'utiliser l'op ération de division du corps

considéré, et donc de réutiliser les tactiques standards sur les corps fournies

par le système Co q. Sinon nous aurions dû donner des axiomes concernan t

les ratios (v oir page 24 ) et prouv er des propriétés sur le lien en tre le ratio de

deux distances orien tées et le pro duit, la somme, etc .

Ce c hoix de formalisation p ermet aussi de manipuler des ratios de dis-

tances supp ortées par des droites parallèles sans p our autan t faire l'h yp othèse

explicite que ces droites son t parallèles. Ceci est parfois utile, par exemple,

si on considère la construction utilisée p our le théorème de la droite des mi-

lieux, et que nous v oulons prouv er que

A 0B 0

AB
= 1

2 nous ne v oulons pas a jouter

l'h yp othèse que A0B 0 k AB parce que c'est une c onsé quenc e des autres h y-

p othèses. Il résulte de ce c hoix que deux in v arian ts doiv en t être main ten us

tout au long de la preuv e :

1. p our c haque dénominateu r la preuv e qu'il est di�éren t de zéro doit

apparaître dans le con texte

2. p our c haque ratio de distances orien tées

AB
CD

la preuv e que la droite

(AB ) est parallèle à la droite (CD) doit apparaître dans le con texte
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Fig. 4.2 � Graphe de dép endances en tre les mo dules

A prop os de la complétude La pro cédure de Chou, Gao et Zhang est

complète vis à vis des énoncés constructifs don t le but est exprimé dans leur

axiomatique. P our les raisons pratiques que nous v enons de donner, nous

a v ons étendu cette axiomatique. Ce c hoix de formalisation implique que la

pro cédure de décision n'est pas complète vis à vis de l'axiomatique que nous

a v ons dé�nie (les buts qui ne son t pas dans le langage de la tactique seron t

donc rejetés).

4.4 Prop ositions nécessaires à la tactique

Dans ce paragraphe, nous donnons un rapide ap erçu des prop ositions qui

on t été prouv ées en Co q p our le dév elopp emen t de cette tactique :
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Prop ositions de base

Les prop osition de bases son t utilisées p our réécrire les quan tités géomé-

triques. Ce son t les prop ositions les plus basiques qui son t utilisées par les

tactiques de simpli�cation et d'uni�cation . Ces prop ositions apparaissen t tôt

dans le dév elopp emen t a�n de p ouv oir utiliser les tactiques de simpli�cation

et d'uni�cation aussi tôt que p ossible.

Lemmes de construction

Les lemmes de construction prouv en t que les di�éren tes constructions

p ossibles son t correctes.

Lemmes d'élimination

Les lemmes d'éliminati o n serv en t à réécrire une quan tité géométrique en

une expression qui ne con tien t pas le p oin t que l'on doit éliminer. Les lemmes

d'éliminatio n son t asso ciés à des lemmes p our main tenir les in v arian ts de la

tactique.

Lemmes p our le traitemen t des p oin ts libres

Les lemmes p our le traitemen t des p oin t libres p ermetten t d'exprimer des

quan tités géométriques par des expressions ne comp ortan t que des quan tités

géométriques indép endan t e s.

4.5 La tactique propremen t dite

Nous fournissons dans cette partie une description détaillée des sous-

tactiques que nous utilisons.

4.5.1 T actique d'initi al i sati on

1. La tactique d'initialisation (app elée geoinit ) v éri�e que le but est

compatible a v ec la pro cédure de décision. Ceci inclut la v éri�cation

que les in v arian ts son t vrais a v an t le début de la pro cédure.

2. Elle déplie les dé�nitions qui ne son t pas traitées directemen t par la

pro cédure. P ar exemple, le prédicat midpoint est exprimé comme un

ratio de distances et un énoncé expriman t la collinéarité .

3. Elle in tro duit toutes les h yp othèses dans le con texte.

4. Elle décomp ose certaines parties du but. Elle sépare les mem bres d'une

conjonction et décomp ose certaines constructions.

Exemple. L e thé or ème de la dr oite des milieux est énonc é en utilisant notr e

langage et la syntaxe Co q V ersion 8.0 ou sup érieur e de la façon suivante :
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Theorem midpoint_A :

forall A B C A' B' : Point, midpoint A' B C -> midpoint B' A C ->

parallel A' B' A B.

V oici le pr o duit de la tactique geoInit :

1 subgoal

A : Point

B : Point

C : Point

A' : Point

B' : Point

H : on_line_d A' B C (1 / 2)

H0 : on_line_d B' A C (1 / 2)

============================

S A' A B' + S A' B' B = 0

on line d A' B C (1/2) signi�e que A0
app artient à la dr oite (BC ) et que

BA 0

BC
= 1

2 .

4.5.2 T actique de simpl i �cati on.

La tactique de simpli�cation ( basic simpl ) réalise des simpli�cations

simples des h yp othèses et du but. Notons que p our préserv er nos in v arian ts

nous dev ons réaliser exactemen t les mêmes simpli�cations dans le but et dans

les h yp othèses. P ar exemple, si le dénominateu r d'une fraction est simpli�é,

la même simpli�cation doit être réalisée dans l'h yp othèse qui corresp ond

à la preuv e que le dénominateu r est di�éren t de zéro. Sinon nous p erdons

l'in v arian t qui consiste à a v oir en p ermanence en h yp othèse la non-n ullité

de toutes les expressions qui apparaissen t syntaxiquement au dénominateu r

d'une des fractions.

Le pro cessus de simpli�cation consiste en l'applicatio n des règles de ré-

écriture suiv an tes :

1. SAAB �! 0

2. SABB �! 0

3. SBAB �! 0

4. AA �! 0

5. � (� x) �! x

6. � 0 �! 0

7. 0 � x �! 0

8. x � 0 �! 0

9. 1 � x �! x

10. x � 1 �! x
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11. x + 0 �! x

12. 0 + x �! x

Cette tactique est nécessaire a�n de préserv er la taille du but. Ne pas

simpli�er le but mène à des termes d'une très grande taille. Les exemples

mon tren t que sans simpli�cations, les problèmes deviennen t rapidemen t im-

praticables.

4.5.3 T actiques d'uni�cation.

Il y a autan t de tactiques d'uni�cation que de quan tités géométriques. Les

tactiques d'uni�cation ( unify signed areas , unify signed distances ) c hangen t

le but et les h yp othèses dans le but d'uni�er les quan tités géométriques : deux

expressions syn taxiquemen t di�éren tes qui dénoten t la même quan tité géo-

métrique son t transformées en une seule expression. P ar exemple si à la fois

AB et BA apparaissen t dans un but, AB est transformé en � BA 4

.

Cette tactique est utile p our deux raisons :

1. Elle p eut accélérer certaines étap es, car toute réécriture d'une des

quan tités géométriques équiv alen tes en traîne la réécriture de l'autre

puisque après uni�cation elles son t iden tiques syn taxiquemen t.

2. Il est nécessaire que les quan tités géométriques qui son t équiv alen tes

aien t la même forme. En e�et, lors de la dernière étap e de la pro cédure

nous supp osons que les quan tités géométriques son t indép endan t e s, car

nous utilisons la tactique standard de Co q p our prouv er une égalité sur

un corps : field , et cette tactique considérerait que AB et BA son t

des v ariables di�éren tes puisqu'elle ne sait rien à prop os de la distance

orien tée.

Exemple. Dans c e c ontexte :

H9 : S C A B <> 0

H8 : S B A C <> 0

H1 : S A B C <> 0

============================

S P B C / S A B C + S P A C / S B A C + S P A B / S C A B = 1

la tactique unify signed areas tr ansforme le but en :

H8 : - S A B C <> 0

H1 : S A B C <> 0

============================

S P B C / S A B C + S P A C / - S A B C + S P A B / S A B C = 1

4

Le c hoix de réécrire AB ou BA est réalisé de façon arbitraire par la tactique.
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4.5.4 T actique d'élimi nati on.

La tactique d'éliminati o n (app elée eliminate all ) c herc he dans le con-

texte un p oin t qui n'est pas utilisé p our construire un autre p oin t, en d'autres

termes une feuille dans le graphe de dép endance s. Ensuite p our c haque o c-

currence du p oin t dans le but, la tactique applique le lemme corresp ondan t

pris dans le tableau 3.3 62 . A�n de c hoisir le b on lemme, elle c herc he dans

le con texte commen t le p oin t a été construit et dans quelle quan tité géo-

métrique il apparaît. En�n, quand toutes les o ccurrences du p oin t on t été

éliminées, elle e�ace du con texte l'h yp othèse concernan t la construction du

p oin t éliminé.

Notons que certains lemmes admetten t une condition de b ord, dans ce cas

un app el recursif sur la tactique est réalisé. Si la condition est réalisée, le

lemme est appliqué, sinon on e�ectue une étap e de raisonnemen t classique

par cas sur la condition de b ord. La formalisation en Co q met en v aleur cette

étap e de raisonnemen t classique. Comme nous a v ons pu le remarquer dans

le c hapitre précéden t, les lemmes d'éliminatio n donnés dans le tableau 3.3

page 62 , éliminen t vraimen t l'o ccurrenc e du p oin t Y uniquemen t si Y appa-

raît une seule fois dans la quan tité géométrique ( A , B , C et D doiv en t être

di�éren ts de Y ). Si Y apparaît deux fois dans S, cela ne p ose pas de problème

car dans ce cas la quan tité géométrique est dégénérée et donc éliminée par

l'étap e de simpli�cation. Mais si Y apparait deux fois dans un ratio (comme

dans l'expression

AY
BY

par exemple) ceci constitue un cas particulier qui est

traité à part dans l'implan tati o n .

Exemple. Dans le c ontexte suivant :

1 subgoal

A : Point

B : Point

C : Point

A' : Point

B' : Point

H : on_line_d A' B C (1 / 2)

H0 : on_line_d B' A C (1 / 2)

============================

S A' A B' + S B A' B' = 0

le tactique eliminate B' tr ansforme le but en :

1 subgoal

A : Point

B : Point

C : Point

A' : Point

B' : Point
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H : on_line_d A' B C (1 / 2)

============================

1 / 2 * S A' A C + (1 - 1 / 2) * S A' A A +

(1 / 2 * S B A' C + (1 - 1 / 2) * S B A' A) = 0

4.5.5 T actique d'élimi nati on des p oin ts libres.

Cette tactique supp ose que le but est une expression comp ortan t des

quan tités géométriques dé�nies uniquemen t a v ec des p oin ts libres (tous les

p oin ts construits on t été éliminés par la tactique d'éliminatio n ) . Le rôle de

cette tactique est de transformer le but en une expression comp ortan t uni-

quemen t trois v ariables indép endan t e s. En e�et les quan tités géométriques

comp ortan t des p oin ts libres ne son t pas nécessairemen t indép endan t e s, elles

son t liées par les relations suiv an tes :

SABC = SDBC + SADC + SABD

Mais les quan tités géométriques ne con tenan t que des p oin ts libres p euv en t

être transformées en des v ariables indép endan t e s en les expriman t au mo y en

d'une base. P our cela nous c hoisissons trois p oin ts non colinéaires O , U et V
et nous utilisons le lemme suiv an t p our réécrire les quan tités géométriques

qui con tiennen t plus d'un p oin t qui n'est pas l'un des p oin ts de la base ( O , U
et V ) :

SOUV 6= 0 ! S ABC =

�
�
�
�
�
�

SOUA SOV A 1
SOUB SOV B 1
SOUC SOV C 1

�
�
�
�
�
�

Si il y a trois p oin ts dans le con texte qui son t conn us comme n'étan t pas

colinéaires, nous les utilisons comme base O; U; V . Sinon, nous construisons

trois p oin ts non collineaires grâce à l'axiome de dimension.

4.5.6 T actique conclusion.

Quand cette tactique est app elée, le but est une expression comp ortan t

uniquemen t des v ariables indép endan t e s. Si l'égalité est univ ersellemen t vraie

alors le théorème est vrai. Sinon il existe une fonction des v ariables v ers le

corps qui rend l'égalité fausse, et ceci fournit un con tre exemple au théorème.

P our v éri�er si l'égalité est univ ersellemen t vrai ou non, nous utilisons la

tactique Co q field . Cette tactique génère des sous-buts qui corresp onden t à

la preuv e de non n ullité des dénominateu r s. Ceux-ci son t prouv és en utilisan t

les h yp othèses ou en utilisan t le fait que x 6= 0 ^ y 6= 0 ! x � y 6= 0 . Cette

tactique est assez courte p our être expliquée en détail :

Ltac field _ a n d _ c o n c l u d e :=

abstr a c t ( f i e l d ; repea t (assu m p t i o n || apply nonze r o m u l t ) ; geome t r y ) .

Cette tactique réalise un app el à la tactique field , et ten te d'appliquer

l'une des h yp othèses. Si ce pro cessus éc houe, elle décomp ose le pro duit et
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résout les sous-buts en utilisan t la tactique geometry . Cette dernière tactique

est capable de résoudre des buts comme AB 6= 0 quand A 6= B �gure en

h yp othése. La tactique abstract est utilisée p our des raisons tec hniques :

elle accélère le pro cessus de t ypage en créan t un lemme fan tôme.

4.6 Un exemple détaillé

Dans cette partie nous donnons une description détaillée du fonctionne-

men t de la tactique sur le premier exemple en la décomp osan t en p etites

étap es. Ces étap es ne son t pas nécessairemen t exactemen t les mêmes que

celles executées par notre pro cédure automatique (il se p eut que la pro cé-

dure automatique traite les p oin ts dans un ordre di�éren t et réalise plus

d'étap es de simpli�cation ou d'uni�cation ) .

Exemple.

forall A B C A' B' : Point,

midpoint A' B C ->

midpoint B' A C ->

parallel A' B' A B.

Ici il ser ait su�sant de tap er autogeom p our r ésoudr e le but en utilisant notr e

pr o c é dur e de dé cision, mais p our la clarté de la pr ésentation nous mimons le

c omp ortement de la tactique en utilisant les sous-tactique s qui ont été dé crites

dans les p arties pr é c é de nte s. Nous donnons le nom de la sous-tactique utilisé e

suivi du r ésultat r envoyé p ar Co q :

geoInit.

H : on_line_d A' B C (1 / 2)

H0 : on_line_d B' A C (1 / 2)

============================

S A' A B' + S A' B' B = 0

eliminate B'.

H : on_line_d A' B C (1 / 2)

============================

1 / 2 * S A' A C + (1 - 1 / 2) * S A' A A +

(1 / 2 * S B A' C + (1 - 1 / 2) * S B A' A) = 0

basic_simpl.

H : on_line_d A' B C (1 / 2)

============================

1 / 2 * S A' A C + (1 / 2 * S B A' C + 1 / 2 * S B A' A) = 0
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eliminate A'.

============================

1 / 2 * (1 / 2 * S A C C + (1 - 1 / 2) * S A C B) +

(1 / 2 * (1 / 2 * S C B C + (1 - 1 / 2) * S C B B) +

1 / 2 * (1 / 2 * S A B C + (1 - 1 / 2) * S A B B)) = 0

basic_simpl.

============================

1 / 2 * (1 / 2 * S A C B) + 1 / 2 * (1 / 2 * S A B C) = 0

unify_signed_areas.

============================

1 / 2 * (1 / 2 * S A C B) + 1 / 2 * (1 / 2 * - S A C B) = 0

field_and_conclude.

Proof completed.
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4.7 Exemples

Dans cette partie nous listons quelqu'uns des thèorèmes traités par notre

tactique.

4.7.1 Cev a

Théorème 1 (Cev a) . Soit ABC un triangle et P un p oint du plan.

Soit D l'interse ction des dr oites (AP ) et (BC ) .

Soit E l'interse ction des dr oites (BP ) et (AC ) .

Soit F l'interse ction des dr oites (CP) et (AB ) .

On a :

AF

FB
+

BD

DC
+

CE

EA
= 1

V oici le théorème exprimé dans la syn taxe de Co q :

Theorem Ceva :

forall A B C D E F G P : Point,

inter_ll D B C A P ->

inter_ll E A C B P ->

inter_ll F A B C P ->

F <> B ->

D <> C ->

E <> A ->

parallel A F F B ->

parallel B D D C ->

parallel C E E A ->

(A ** F / F ** B) * (B ** D / D ** C) * (C ** E / E ** A) = 1.

r

A

r

B

r

C

r

P

r

D

r

F

r

E

Fig. 4.3 � Le théorème de Cév a
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4.7.2 Menelaus

Théorème 2 (Menelaus) . Soit ABC un triangle.

Soit D sur la dr oite (BC ) .

Soit E sur la dr oite (AC ) .

Soit F l'interse ction des dr oites (DE ) et (AB ) .

A lors l'é galité suivante est véri�é e :

AF

FB
:
BD

DC
:
CE

EA
= � 1

Theorem Menelaus_2 :

forall A B C X Y D E F : Point,

inter_ll D B C X Y ->

inter_ll E A C X Y ->

inter_ll F A B X Y ->

F <> B ->

D <> C ->

E <> A ->

parallel A F F B ->

parallel B D D C ->

parallel C E E A ->

(A**F / F**B) * (B**D / D**C) * (C**E / E**A) = - (1).

b

b b

b

b

b

A B

C

D

E

F

Fig. 4.4 � Le théorème de Ménélaus
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4.7.3 P ascal

Théorème 3 (P ascal

5

) . Soient A , A0
et B tr ois p oints.

Soit C sur la dr oite (AB ) .

Soit B 0
sur la dr oite p ar al lèle à (BA 0) p assant p ar A .

Soit C0
sur l'interse ction de la dr oite (A0B 0) et la dr oite p ar al lèle à la dr oite

(CA0) p assant p ar A .

A lors la dr oite (BC 0) est p ar al lèle à la dr oite (B 0C) .

Theorem Pascal :

forall A B C A' B' C' : Point,

on_line C A B ->

on_parallel B' A B A' ->

on_inter_line_parallel C' A A' B' C A' ->

parallel B C' B' C.

b

A

b

B

b

C

b
A'

b

B'

b

C'

Fig. 4.5 � Le théorème de P ascal

5

Ce théorème est parfois app elé v ersion a�ne du théorème de P appus.
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4.7.4 P appus

Théorème 4 (P appus) . Soient ABC et A0B 0C0
deux triplets de p oints ali-

gnés.

Soit P l'interse ction des dr oites (A0B ) et (AB 0) .

Soit Q l'interse ction des dr oites (AC 0) et (A0C) .

Soit R l'interse ction des dr oites (B 0C) et (BC 0) .

L es p oints P , Q et R sont alignés.

Constructiv emen t, ce théorème p eut s'exprimer de la façon suiv an te :

Theorem Pappus : forall A B C A' B' C' P Q R :Point,

on_line C A B ->

on_line C' A' B' ->

inter_ll P A' B A B' ->

inter_ll Q A C' A' C ->

inter_ll R B' C B C' ->

Col P Q R.

b

A

b

B

b

C

b

A'

b

B'

b

C'

b

P

b

Q

b
R

Fig. 4.6 � Le théorème de P appus
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4.7.5 Desargues

Théorème 5 (Desargues) . Soient XAA 0
, XBB 0

et XCC 0
tr ois triplets de

p oints alignés. Si (AB ) k (A0B 0) et (AC ) k (A0C0) alors (BC ) k (B 0C0) .

Constructiv emen t, ce théorème p eut s'exprimer de la façon suiv an te :

Theorem Desargues :

forall A B C X A' B' C' : Point,

on_line A' X A ->

on_inter_line_parallel B' A' X B A B ->

on_inter_line_parallel C' A' X C A C ->

parallel B C B' C'.

b

A

b
B

b
C

b

X

b

A'

b
B'

b
C'

Fig. 4.7 � Le théorème de Desargues
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4.7.6 Cen tre de gra vité

Théorème 6 (Cen tre de gra vité) .

Soit ABC un triangle,

Soit F le milieu du se gment [AB ]
Soit E le milieu du se gment [BC ]
Soit O l'interse ction des dr oites (AE ) et (CF ) .

L a distanc e AO vaut le double de la distanc e OE .

Theorem Centroid :

forall A B C E F O : Point,

is_midpoint F A B ->

is_midpoint E B C ->

inter_ll O A E C F ->

O <> E ->

parallel A O O E ->

A ** O / O ** E = 2.

r

A

r

B

r

C

r

F

r

E

r

O

Fig. 4.8 � Le théorème du cen tre de gra vité
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4.7.7 Droite de Gauss

Théorème 7 (Droite de Gauss) . Soient A0 , A1 , A2 et A3 quatr e p oints.

Soit X l'interse ction des dr oites (A1A2) et (A0A3) .

Soit Y l'interse ction des dr oites (A0A1) et (A2A3) .

Soient M 1 , M 2 et M 3 les milieux des se gments [A1A3], [A0A2] et [XY ] r es-

p e ctivement.

A lors M 1 , M 2 et M 3 sont alignés.

Theorem gauss_line :

forall A0 A1 A2 A3 X Y M1 M2 M3 : Point,

inter_ll X A0 A3 A1 A2 ->

inter_ll Y A2 A3 A1 A0 ->

is_midpoint M1 A1 A3 ->

is_midpoint M2 A0 A2 ->

is_midpoint M3 X Y ->

S A0 A1 A2 <> 0 ->

Col M1 M2 M3.

b

A0

b

A1

b

A2

b

A3

b
X

b

Y

b
M1

b

M2

b
M3

Fig. 4.9 � Le théorème de la droite de Gauss
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4.8 Conclusion

Nous a v ons formalisé la métho de des aires p our la géométrie a�ne plane

dans l'assistan t de preuv e Co q. Notre implan tation utilise à la fois le langage

de tactiques de Co q et Co q lui-même comme des langages de programmat i o n .

Notre tra v ail mon tre qu'il est p ossible de marier la déduction automatique

a v ec la preuv e in teractiv e. Nous en viseagons d'utiliser l'implan tati o n réalisée

dans le cadre de la preuv e de programmes ou de la p édagogie (v oir page 149 ).

Il serait in téressan t de formaliser d'autres métho des de démonstration auto-

matique en géométrie. La métho de des v ecteurs serait une extension simple

de notre implan tation . Nous en visageons aussi de formaliser la métho de de

W u.
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Chapitre 5

Ge oPr o of , géométrie

d ynamique et preuve

f ormelle

Nous présen tons dans ce c hapitre la conception d'une in terface graphique

orien tée v ers la preuv e formelle en géométrie. Le logiciel que nous a v ons

dév elopp é com bine trois élémen ts :

� un logiciel de géométrie dynamique p our construire des �gures, les

explorer, e�ectuer des mesures et in v en ter des conjectures,

� un mo dule de démonstration automatique p our v éri�er des faits et

� un système de preuv e in teractiv e (Co q) p our v éri�er les preuv es réali-

sées par l'utilisateur.

5.1 In tro duction

Les logiciels de géométrie dynamique

1

et les systèmes de calcul formel

comme Maple ou Mupad

2

son t les logiciels les plus utilisés dans le cadre de

l'enseignemen t des mathématiques.

Les logiciels de géométrie dynamique p ermetten t à l'utilisateur de créer

des �gures géométriques complexes pas à pas en se basan t sur des ob jets

libres (c'est à dire les ob jets qui p euv en t être déplacés libremen t) et sur

des constructions prédé�nies qui dép enden t d'autres ob jets (par exemple la

droite passan t par deux p oin ts, le milieu d'un segmen t, . . . ).

Les ob jets libres p euv en t être déplacés au mo y en de la souris, la �gure

est alors mise à jour en temps réel.

Les logiciels les plus utilisés son t les précurseurs du domaine à sa v oir,

1

que nous noterons D.G.S. (Dynam ic Geometry Soft w are).

2

que nous noterons C.A.S. (Computer Algebra Soft w are).
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Geometer's sk etc hpad [Jac90 ] et Cabri Géomètre [ LB98 ]. Ils son t apparus

dans les années 90. Mais depuis de nom breux autres logiciels son t apparus,

certains son t commerciau x, mais d'autres son t gratuits ou même libres. Le

tableau 5.1 fournit une liste non exhaustiv e des logiciels de géométrie dyna-

mique.

Le monde de l'éducation s'est in téressé à l'impact de l'utilisation de

ces logiciels sur l'activité mathématique qui consiste à pro duire des pr euves

[Y ev04 , FD03 ].

Les logiciels de géométrie dynamique son t principalem e n t utilisés dans le

cadre de deux activités :

� p our faire faire aux étudian ts des constructions géométriques ;

� p our faire faire aux étudian ts des conjectures et/ou v éri�er exp érimen-

talemen t des faits.

Nous p ensons que des logiciels p euv en t aussi être utilisés dans le cadre de

l'activité de preuv e en elle-même et que l'utilisation d'un logiciel de preuv e

formelle p eut faciliter l'appren tissage des mécanismes de démonstration.

Des tra v aux on t été menés dans cette direction, et plusieurs logiciels

de géométrie dynamique a v ec des fonctionnalités liées à la preuv e on t été

pro duits. Ces systèmes p euv en t être répartis en deux catégories :

1. les systèmes qui p ermetten t de construire des preuv es ;

2. les systèmes qui p ermetten t de v éri�er un fait en utilisan t un système

de démonstration automatique.

Les systèmes suiv an ts appartiennen t plutôt

3

à la première catégorie :

� Ge ometry T utor [ABY85 ],

� Mentoniezh [ Py90 ],

� De� [AA92],

� Chypr e [Ber93 ],

� Cabri-Euclide [Lue97 ],

� Ge ometrix [Gre98 ]

� Bagher a [BPO

+
02 ]

Ces systèmes p ermetten t à l'élèv e de pro duire une preuv e à partir d'une

base de lemmes conn us. Mais dans la plupart des cas, l'utilisateur ne p eut

pas in v en ter une preuv e très di�éren te de celles que connaît le programme.

P ar exemple il ne p eut souv en t pas a jouter d'ob jets au dessin ni même utili-

ser une prop osition qui ne �gure pas dans au moins une des preuv es conn ues

par le système. Les preuv es � mo dèles � son t soit calculées par a v ance en

utilisan t des métho des de démonstration automatique soit saisies par l'au-

teur de l'exercice. Dans le système Ch ypre, l'utilisateur n'est pas con train t

à une démarc he particulière de preuv e, mais il doit tout de même utiliser

une base de lemmes conn us. Il sem blerait que le logiciel Cabri-Euclide fasse

exception. En e�et il con tien t un p etit système formel et donc laisse plus de

3

Nous v errons qu'il est di�cile de les classer précisemen t, c haque système a y an t une

appro c he di�éren te.
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T ab. 5.1 � Les principaux logiciels de géométrie dynamique

Logiciel Licence

Baghera ?

Cabri Commercial e

Cabri-Eucl i d e ?

CaR GPL

Ch ypre

Cinderella Commercial e

Déclic Commercial e

De�

Dr. Geo GPL

Eukleides GPL

Ga v a GPL

GeoFlash Commercial e

GeoGebra GPL

GeoLab o GPL

GeoLog F reew are

Geometria Commercial e

Geometrix F reew are

Geometry Explorer Non di�usé

GeoNext GPL

GeoPlan W Sharew are

GeoSpaceW Sharew are

GEOTHER Gratuite p our un usage non commercial

GEUP Commercial e

GeoView Libre

GEX Commercial e

GRA CE ?

K Geo GPL

KIG GPL

Men toniezh

MM-Geometer Commercial e

Sk etc hpad Commercial e

X Cas GPL

http://www.mmrc.iss.ac.cn/~xgao/software.html
http://www.cs.rice.edu/~jwarren/grace/about.html
http://kgeo.sourceforge.net/
http://edu.kde.org/kig/
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lib erté à l'utilisateur. Le logiciel Bagher a fournit par ailleurs des fonctionna-

lités d'appren tissage en ligne, comme la gestion d'une liste d'exercices ou la

comm unicat i o n par in ternet en tre les professeurs et les étudian ts.

Les logiciels suiv an ts p euv en t être classés dans la deuxième catégorie :

� MMP-Ge ometer [Gao00 ],

� Ge ometry Exp ert [ GL02 ],

� Ge ometry Explor er [ WF05 ],

� GEOTHER [ W an00 ]

� Cinder el la [ Kk99 , R GKk99 , Sc h79 , KR G04 ] .

Geometry Exp ert, MMP-Geometer, et GEOTHER son t des logiciels

de géométrie dynamique qui son t utilisés comme une in terface gra-

phique p our une implan tation des principales pro cédures de décision

en géométrie.

Geometry Explorer consiste en une implan tation en prolog de la métho de

des angles de Chou [ CGZ96 ]. Il fournit une représen tation diagram-

matique des preuv es générées automatiqueme n t par la métho de sous

forme d'un arbre con tenan t des �gures géométriques décorées par les

faits conn us à prop os des angles à c haque étap e de la démonstration.

Cinderella con tien t un � démonstrateur probabiliste � qui p ermet à l'uti-

lisateur de v éri�er des faits et au logiciel de simpli�er certains calculs

en in terne. Cinderella p ermet aussi à l'utilisateur d'exp orter la descrip-

tion de la �gure v ers des systèmes de calcul formel a�n d'utiliser leur

capacité à faire des preuv es algébriques.

Les tra v aux les plus pro c hes des nôtres son t ceux de Y v es Bertot, F rédé-

rique Guilhot et Loïc P ottier [ BGP03 ] et de Judit Robu [ Rob02 ].

Le système Ge oView fournit un outil de visualisation p our certains énon-

cés géométriques exprimés en Co q. Geo view com bine un logiciel existan t

de géométrie dynamique (GeoPlan) et l'in terface PCo q p our l'assistan t de

preuv e Co q [BT98 , ABPR01 ]. Cette in terface est conçue p our être utilisée

conjoin temen t a v ec la formalisation en Co q par F rédérique Guilhot de la géo-

métrie telle qu'elle est enseignée en F rance au niv eau lycée [ Gui02 , Gui04 ].

La thèse de Judit Robu prop ose une implan tation de pro cédures de déci-

sion en géométrie au sein du système Theorema

4

. Theorema est un système

de preuv e implan té dans Mathematica. Son système p ermet d'engendrer au-

tomatiquemen t une �gure in teractiv e.

Nous présen tons dans ce c hapitre notre protot yp e app elé Ge oPr o of . Nous

a v ons décider de dév elopp er notre propre système a�n de p ouv oir l'adapter

précisemen t à nos b esoins. Il com bine des métho des de démonstration auto-

matique, la p ossibilité de réaliser des preuv es automatiques ou in teractiv es

4

http://www . r i s c . u n i - l i n z . a c . a t / r e s e a r c h / t h e o r e m a / d e s c r i p t i o n /

http://www.risc.uni-linz.ac.at/research/theorema/description/
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au mo y en de l'assistan t de preuv e Co q et les fonctionnalités classiques d'un

logiciel de géométrie dynamique.

Notre appro c he est guidée par les motiv ations suiv an tes :

� Il est très naturel en géométrie d'illustrer une preuv e par une représen-

tation diagrammat i que . Dans certains cas le diagramme p eut même être

vu comme une représen tation de haut niv eau p our une preuv e [ WF05 ,

Win04a , Win04b , Jam01 , Mil01 ]. Mais parfois un diagramme p eut induire

en erreur. C'est p our cette raison que la v éri�cation de la preuv e dans un

système de preuv e formelle est cruciale. Elle p ermet d'atteindre un très

haut niv eau de con�ance.

� Comparée à un système de preuv e sp écialisé en géométrie, l'utilisation

d'un système de preuv e tel que l'assistan t de preuv e Co q, fournit une

façon de com biner des preuv es géométriques a v ec des preuv es de nature

di�éren te, utilisan t p oten tiellem e n t une logique plus ric he. P ar exemple, il

est p ossible d'utiliser le système Co q p our prouv er des faits à prop os des

p olygones par induction sur le nom bre de p oin ts que comp orte le p olygone,

ou bien des faits à prop os des isométries en utilisan t les nom bres complexes.

� Il y a des faits qui son t faciles à représen ter par une �gure et il y a des

faits qui son t di�ciles à représen ter diagrammat i que m e n t . Nous dev ons

donc com biner les deux appro c hes.

� Nous v oulons a v oir la p ossibilité de faire des preuv es arbitraireme n t

complexes, mais aussi d'utiliser une base de lemme conn us suiv an t le niv eau

de l'utilisateur.

Ce c hapitre est organisé de la façon suiv an te : nous donnons d'ab ord

un ap erçu général de notre protot yp e : Ge oPr o of , puis nous nous concen-

trons sur les fonctionnalités liées à la preuv e de Ge oPr o of : la démonstration

automatique et inter active .

5.2 Présen tation de Ge oPr o of

GeoPro of est un logiciel à la fois libre et gratuit de géométrie dynamique.

Il est distribué sous les termes de la licence GPL V ersion 2. L'implan ta t i o n

a été réalisée à partir d'un pro jet initié par Nic olas F r ançois : DrGe oCaml .

Ge oPr o of est écrit dans le langage o c aml en utilisan t uniquemen t des bi-

bliothèques p ortables de telle manière qu'il p eut être compilé à la fois sous

Lin ux, Windo ws et MacOSX. GeoPro of prop ose les principales constructions

et transformations manipulan t des p oin ts, des cercles et/ou des droites. Les

do cumen ts son t enregistrés en utilisan t un format a v ec lequel il est facile

d'être compatible puisqu'il est basé sur la tec hnologie XML

5

. Ge oPr o of est

capable d'exp orter les �gures, soit sous forme � bitmap � en utilisan t les for-

mats PNG, BMP et JPEG, soit sous forme v ectorielle en utilisan t le format

SV G. Le format SV G est le standard dé�ni par le W3C p our les graphismes

5

Nous utilisons notre propre DTD.
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Fig. 5.1 � Une copie d'écran de Ge oPr o of , l'exemple qui apparaît représen te

les p oin ts d'in térêt d'un triangle.

en deux dimensions sous forme v ectorielle

6

. La �gure p eut aussi être traduite

dans le langage Eukleides

7

p our faciliter l'insertion de �gures dans un do cu-

men t L

A

T

E

X. Ce langage p ermet une description de haut niv eau de la �gure,

seules les co ordonnées des p oin ts libres apparaissen t. Ainsi le script Eukleides

généré par Ge oPr o of est facilemen t mo di�able de manière textuelle dans le

co de L

A

T

E

X sans a v oir à ouvrir à nouv eau la �gure dans Ge oPr o of . Les �gures

géométriques qui apparaissen t dans cette thèse on t été générées grâce à ce

pro cédé.

La �gure 5.1 donne une idée de l'in terface graphique de Ge oPr o of .

Nous donnons main tenan t un rapide ap erçu des fonctionnalités de Ge o-

Pr o of en nous laissan t guider par l'in terface. Nous a v ons pris comme con v en-

tion que, sur les icônes, l'ob jet créé est en rouge.

6

P our plus de détail v oir http://www . w 3 . o r g / G r a p h i c s / S V G /

7

http://www . e u k l e i d e s . o r g /

http://www.w3.org/Graphics/SVG/
http://www.eukleides.org/
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Ge oPr o of comp orte les fonctionnalités suiv an tes :

Visualisation déplacemen t des ob jets libres, zo om a v an t, zo om arrière,

zo om automatique, déplacemen t de la feuille, mo de plein écran, af-

�c hage du rep ère, calques, . . .

Construction p oin ts, droites, segmen ts, v ecteurs et cercles a v ec les construc-

tions usuelles.

T ransformations symétrie axiale, symétrie cen trale, translation.

T ests et mesures collinéarité , congruence de segmen ts, aire d'un triangle,

longueur d'un segmen t, . . .

Expressions expressions comp ortan t des c hamps dynamiques a v ec expres-

sions arithmétiques et logiques.

A ttributs st yle de p oin ts, st yle de trait, épaisseur, couleur, . . .

F enêtre de tra v ail vue normale, en SV G ou en langue naturelle.

P our plus d'informations à prop os des fonctionnalités de Ge oPr o of v oir

la man uel de référence qui �gure en annexe C .

Les fonctionnalités originales de Ge oPr o of son t celles qui concernen t la

preuv e formelle et que nous allons décrire plus en détail dans la partie sui-

v an te.
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5.3 Démonstration automatique

Nous présen tons dans cette partie la comm unicat i o n en tre Ge oPr o of et

des métho des de démonstration automatique. Nous a v ons implan té les fonc-

tionnalités de démonstration automatique au mo y en de deux systèmes dif-

féren ts : le premier est basé sur une implan tation de la métho de des bases

de Gröbner et de la métho de de W u [ W u78 , Cho88 ] écrite par John Harri-

son [Har03 ]

8

, la seconde consiste en notre implan tation de la pro cédure de

décision p our la géométrie a�ne que nous a v ons décrite dans le c hapitre 4 .

5.3.1 Métho de de démonstration automatique in tégrée

La formalisation utilisée par John Harrison, est basée sur une théorie ne

comp ortan t que des p oin ts comme ob jet de base. Dans Ge oPr o of trois t yp es

d'ob jets son t considérés comme les ob jets mathématiques de base :

� les p oin ts

� les droites

� les cercles

L'en trée du système de démonstration automatique est une form ule en

logique du premier ordre comp ortan t les prédicats suiv an ts :

� collinear , (noté col)

� parallel , (noté par )

� perpendicular , (noté per )

� eq distance (que nous noterons AB = CD ) et

� eq angle.

Ces prédicats son t dé�nis en utilisan t les form ules algébriques sur les co or-

données des p oin ts.

Soien t xP et yP l'abscisse et l'ordonnée de P .

col(A; B; C ) � (xA � xB )(yB � yC ) � (xB � xC )(yA � yB ) = 0
par(A; B; C; D ) � (xA � xB )(yC � yD ) � (xC � xD )(yA � yB ) = 0
per(A; B; C; D ) � (xA � xB )(xC � xD ) � (yA � yB )(yC � yD ) = 0

eq distance(A; B; C; D ) �

(xA � xB )2 + ( yA � yB )2 � (xC � xD )2 � (yC � yD )2 = 0

eq angle(A; B; C; D; E; F ) �

((yB � yA ) � (xB � xC ) � (yB � yC ) � (xB � xA )) �
((xE � xD ) � (xE � xF ) + ( yE � yD ) � (yE � yF ))

=
((yE � yD ) � (xE � xF ) � (yE � yF ) � (xE � xD )) �
((xB � xA ) � (xB � xC ) + ( yB � yA ) � (yB � yC ))

8

A tten tion, cette implan tation a été conçue p our accompagner un livre sur la démons-

tration automatique, elle n'est pas censée être e�cace.
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T raduction d'une construction en un énoncé compréhensible par

la métho de de démonstration automatique.

Nous dev ons traduire d'un langage à l'autre. L'idée de la traduction

consiste à main tenir l'in v arian t que les droites et les cercles son t toujours

dé�nis par deux p oin ts. Bien sûr ce n'est pas toujours vrai dans Ge oPr o of .

P ar exemple l'utilisateur p eut construire une droite comme parallèle à une

autre passan t par un p oin t. Dans ce cas nous dé�nissons un second p oin t

p our la droite. De nouv eaux p oin ts son t ainsi générés p endan t la traduction.

Les métho des emplo y ées ne p ermettan t pas de traiter l'orien tation , nous ne

traduisons pas les constructions impliquan t l'orien tation du plan ou de la

droite comme � T
9

ou lef t turn 10

par exemple. P our plus d'informations

à prop os des métho des de démonstration automatique en géométrie v oir le

c hapitre 3 . Nous allons dé�nir la traduction en distinguan t les cas selon la

métho de qui a été utilisée p our construire l'ob jet.

Le tableau 5.2 donne les p oin ts qui dé�nissen t les droites et les cercles

en fonction de leur mo de de construction. P1l , P2l et Oc son t des v ariables

fraîc hes.

Les droites son t dé�nies par deux p oin ts P1(l ) et P2(l ) . Lorsque nous connais-

sons au moins un p oin t sur la droite nous l'utilisons p our dé�nir la droite au

lieu de créer un nouv eau p oin t car cela simpli�e les form ules générées.

Les cercles son t dé�nis par leur cen tre O(c) et un p oin t sur le cercle P(c) .

Le tableau 5.3 fournit la traduction de c hacune des constructions de Ge o-

Pr o of

11

dans le langage accepté par le démonstrateur automatique in tégré.

Les prédicats qui son t précédés d'une négation corresp onden t aux condi-

tions de non dégénérescenc e . La traduction dans son ensem ble p eut être

vue comme la linéarisation d'une suite d'applicatio n s im briquées de lemmes

d'existence don t les h yp othèses son t supp osées vraies.

Les conditions de non dégénérescence son t inspirées par celle de [ CG92 ].

Le prédicat isotr opique est dé�ni par :

isotropic (A; B ) � perpendicular(A; B; A; B )

En géométrie euclidienne c'est équiv alen t à A = B mais ce n'est pas le cas en

géométrie métrique. P ar exemple, dans le plan complexe qui est un mo dèle de

la géométrie métrique, une droite non dégénérée p eut-être p erp endicul a i r e à

elle-même : toute droite de co e�cien t directeur i ou � i . Nous pro duisons un

énoncé qui est in terprété en géométrie métrique car les métho des de W u et

Gröbner son t complètes p our la géométrie métrique. P our plus d'information

sur ce p oin t v oir [ CG92 , Cho88 ]. De plus si I 1 et I 2 son t les p oin ts d'in tersec-

tion de deux cercles, ou d'une droite et d'un cercle alors nous a joutons le fait

9 � T A B C signi�e que B appartien t au segmen t [AC ] , v oir page 16 .

10 lef t turn A B C signi�e que C est à gauc he de la droite (AB ) considérée de A v ers

B .

11

P our simpli�er la présen tation nous ne donnons la traduction que p our les construc-

tions principales de Ge oPr o of .
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T ab. 5.2 � Dé�nition des p oin ts dé�nition des cercles et des droites

Construction de Ge oPr o of P oin ts de dé�nition

l passan t par A et B P1(l ) = A P2(l ) = B
l parallèle à m passan t par A P1(l ) = A P2(l ) = P2l

l p erp endicul a i r e à m passan t par A P1(l ) = A P2(l ) = P2l

l la médiatrice de [AB ] P1(l ) = P1l P2(l ) = P2l

l la bissectrice de l'angle formé par A , B et C P1(l ) = B P2(l ) = P2l

c le cercle de cen tre O passan t par A O(c) = O P(c) = A
c le cercle passan t par A , B et C O(c) = Oc P(c) = A
c le cercle de diamètre A B O(c) = Oc P(c) = A

que I 1 6= I 2 dans les h yp othèses. Notons que des constructions di�éren tes de

la même �gure p euv en t pro duire des conditions de dégénérescenc e di�éren tes

et donc des form ules di�éren tes.

Exemple

Nous prenons comme exemple, une fois de plus, le théorème de la droite

des milieux :

bb

A B

C

D E

Théorème 8. Soit ABC un triangle

12

, et soient

D et E les milieux de AC et BC r esp e ctiveme nt.

L e dr oite DE est p ar al lèle à la b ase AB .

La construction est traduite en l'énoncé sui-

v an t :

(((((is_midpoint(D,C,A) /\ is_midpoint(E,C,B))/\

~C=A) /\ ~A=B) /\ ~B=C) /\ ~D=E) /\ ~A=B

Le fait que AB k DE est v éri�é par la métho de des bases de Gröbner.

T raitemen t des conditions de non dégénérescence.

Les conditions de non dégénérescenc e jouen t un rôle crucial en géomé-

trie formelle, comme nous a v ons pu le v oir dans les c hapitres précéden ts, et

comme d'autres auteurs on t pu le remarquer [ Gui04 , MF03 , Nar04 ]. Cette

12

Notons que par le terme � triangle � nous v oulons désigner uniquem en t un triplet de

p oin ts. Ceux-ci ne son t pas nécessairemen t distincts et non alignés. L'h yp othèse qui énonce

le fait que les p oin ts A et B son t distincts vien t de la construction du segmen t [AB ] . A la

création du segmen t, Ge opr o of engendre cette condition de non dégénérescence.
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T ab. 5.3 � Prédicat corresp ondan t à c haque t yp e de construction

Ge oPr o of Construction Prédicat

P oin t libre true
P oin t P sur la droite l collinear (P; P1(l ); P2(l ))
P oin t P sur le cercle c O(c)P(c) = PO(c)
I milieu de A B IA = IB ^ collinear (I; A; B )

I in tersection de l1 et l2
collinear (I; P1(l1); P2(l1))^
collinear (I; P1(l2); P2(l2))^
: parallel (P1(l1); P2(l1); P1(l2); P2(l2)

I une in tersection de c1 et c2

I O(c1) = O(c1)P(c1)^
I O(c2) = O(c2)P(c2)^
: isotropic (O(c1); O(c2))

I une in tersection de c et l
I O(c) = O(c)P(c)^
collinear (I; P1(l ); P2(l ))^
: isotropic (P1(l ); P2(l ))

l passan t par A et B A 6= B

l parallèle à m passan t par A
parallel (A; P2(l ); P1(m); P2(m))^
A 6= P2(l )

l p erp endicul a i r e à m passan t

par A

perpendicular(A; P2(l ); P1(m); P2(m))^
A 6= P2(l )

l médiatrice de [AB ]
P1(l )A = P1(l )B ^ P 2(l )A = P2(l )B ^
P1(l ) 6= P2(l ) ^ A 6= B

l bissectrice de l'angle A , B , C
eq angle(A; B; P2(l ); P2(l ); B; C )^
B 6= P2(l ) ^ A 6= B ^ B 6= C

c cercle de cen tre O passan t

par A
true

c cercle passan t par A , B et C
O(c)A = O(c)B ^ O (c)B = O(c)C
: collinear (A; B; C )

c cercle de diamètre A B
collinear (O(c); A; B )^
O(c)A = O(c)B
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Fig. 5.2 � Véri�ons le théorème de la droite des milieux en utilisan t le

démonstrateur automatique in tégré.
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Fig. 5.3 � Preuv e d'une propriété a v ec des h yp othèses con tradictoi r e s

traduction n'est pas une exception, nous dev ons faire atten tion à la séman-

tique des énoncés générés. P our cette traduction nous a v ons décidé de consi-

dérer Ge oPr o of comme un outil qui p ermet de dé�nir une form ule géomé-

trique. Il n'est pas censé construire un mo dèle de cette form ule. L'utilisateur

p eut dé�nir des �gures � imp ossibles � . P ar exemple si nous e�ectuons la

construction suiv an te :

D'ab ord construire un p oin t A puis tracer la droite passan t par A et A .

Alors si nous essa y ons de prouv er que A 6= A , Ge oPr o of rép ondra par l'af-

�rmativ e, puisque les h yp othèses du théorème son t con tradictoi r e s ( ex falso

quo d lib et ). Ceci est � logique � mais v a à l'encon tre de l'in tuition de l'uti-

lisateur parce que les ob jets � imp ossibles � ne son t pas représen tés par

Ge oPr o of . C'est la raison p our laquelle en fait nous v éri�ons d'ab ord si nous

p ouv ons prouv er faux , si c'est le cas nous a v ertissons l'utilisateur que sa

construction est imp ossible comme on p eut le v oir sur la �gure 5.3 . Notons

que sur l'exemple que nous mon trons nous n'a v ons pas exactemen t créé la

droite passan t par A et A , en e�et Ge oPr o of in terdit ce genre de construc-

tions dégénérées en particulier. Nous a v ons créé deux p oin ts égaux ( C et D )

en utilisan t l'outil milieu appliqué deux fois au même segmen t. Emp êc her

l'utilisateur de pro duire des constructions imp ossibles nécessiterait d'utiliser

le démonstrateur automatique, c'est ce qui est réalisé dans Cinderella, v oir

[Kk99 , R GKk99 , Sc h79 , KR G04 ].
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Fig. 5.4 � Le théorème de la droite des milieux, exprimé en Co q dans le

langage adapté à la pro cédure de décision.

5.3.2 A v ec Co q

Dans le c hapitre 4 nous a v ons décrit l'implan tati o n de la pro cédure de

décision de Chou, Gao et Zhang dans l'assistan t de preuv e Co q. Nous nous

in téressons main tenan t à l'exp ortation d'une construction réalisée au mo y en

de Ge oPr o of dans le langage de notre dév elopp emen t Co q. Notre implan ta-

tion de la pro cédure de décision de Chou, Gao et Zhang est restrein te à la

géométrie a�ne plane, c'est p ourquoi les constructions de Ge oPr o of qui ne

p ossède pas de concept corresp ondan t dans l'implan tati o n Co q son t grisés.

Comme nous a v ons déjà pu le remarquer, l'axiomatique sur laquelle notre dé-

v elopp emen t Co q (v oir page 69 ), se fonde est une axiomatique qui comp orte

uniquemen t des p oin ts comme ob jets de base. Ainsi nous dev ons réaliser une

traduction similaire à celle décrite dans le paragraphe précéden t.
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5.4 Preuv e in teractiv e

Dans cette partie nous décriv ons le fonctionnemen t de Ge oPr o of en mo de

de preuv e in teractiv e. Via le men u de con�guratio n , l'utilisateur p eut c hoisir

en tre deux mo des de preuv e in teractiv e, le premier utilise le langage dé-

crit dans la partie 5.3.2 et le deuxième utilise le langage du dév elopp emen t

Co q p our la géométrie de F rédérique Guilhot [ Gui04 ]. Dans le premier mo de

l'utilisateur p eut traiter la géométrie a�ne et dans le second la géométrie

euclidienne plane

13

. L'in teracti o n en tre l'utilisateur et Co q est réalisée à tra-

v ers l'in terface Co qIDE. Ge oPr o of comm unique a v ec Co qIDE

14

grâce à un

canal priv é.

Notre implan tatio n consiste principalem e n t en une traduction d'une con-

struction Ge oPr o of en un énoncé Co q. Nous réalisons la même traduction que

celle décrite dans [ BGP03 ] mais dans la direction in v erse (ici nous traduisons

vers Co q)

15

.

Le mo de in teractif de Ge oPr o of se décomp ose en quatre phases :

Initialisation

��

Construction

��

Dé�nition

du but

��

Preuve

Dans la phase d'initialisation , la comm unicat i o n en tre Co qIDE et Ge o-

Pr o of est lancée. En fonction du langage utilisé, les outils de construction

qui ne p euv en t pas être exp ortés en Co q son t grisés dans Ge oPr o of . Les dé-

�nitions Co q corresp ondan t au langage utilisé son t c hargées en utilisan t la

13

La formalisation de F rédérique Guilhot inclut aussi la géométrie spatiale mais Ge o-

Pr o of est limité à la dimension deux.

14

Cette fonctionnalité nécessite Co qIDE v ersion 8.1 ou sup érieure.

15

À l'a v enir, nous devrions fusionner nos dév elopp emen ts p our p ermettre la comm u-

nication dans les deux directions, ceci nécessite un mécanisme de comm un ication plus

complexe comme nous l'expliquons dans la partie � p ersp ectiv es � .
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commande Co q Require . Une nouv elle section Co q est ouv erte. Dans le cas

où l'utilisateur a déjà construit des ob jets a v an t d'a v oir lancé le mo de de

preuv e in teractiv e, ces ob jets son t exp ortés en Co q. Les ob jets qui n'on t pas

de signi�cation dans le langage sélectionné son t ignorés.

Dans la phase de construction les ob jets créés par l'utilisateur son t a jou-

tés au con texte Co q a v ec les prédicats qui leur son t asso ciés. Sur l'exemple

qui apparaît sur la �gure 5.6 cela corresp ond aux lignes qui commencen t par

les commandes Variable et Hypothesis .

Dans la phase � Dé�nition du but � l'utilisateur doit préciser ce qu'il dé-

sire prouv er. Dans le con texte de l'enseignemen t des mathématiques cette

étap e p eut être présen tée comme un exercice qui consiste à trouv er des

conjectures à prop os de la �gure prop osée par le professeur. C'est à cette

�n que Ge oPr o of fournit des lab els qui p euv en t con tenir des parties dyna-

miques (v oir page 94 et p our plus de détails v oir le man uel de référence en

annexe aux pages 177 et 178 ). Si l'utilisateur v eut prouv er un fait qui fait

l'ob jet d'un test dans un lab el, il p eut cliquer sur le fait a v ec le b outon droit

et c hoisir l'en trée de men u corresp ondan t, le prédicat est alors traduit dans

Co q.

Dans la phase � Preuv e � l'utilisateur prouv e son énoncé au sein de Co-

qIDE . Si duran t la preuv e il est nécessaire de créer un nouv el ob jet, il p eut

le faire en utilisan t Ge oPr o of . En e�et lorsque un nouv el ob jet est créé dans

Ge oPr o of la tactique Co q corresp ondan t à la preuv e de l'existence de cet ob-

jet est insérée dans Co qIDE . Cette tactique applique le théorème qui prouv e

l'existence de l'ob jet qui vien t d'être créé et in tro duit dans le con texte ce que

l'on sait de ce nouv el ob jet. Dans certains cas, cela génère des conditions de

non dégénérescence qui doiv en t être prouv ées par l'utilisateur (ou a joutées

comme h yp othèses au théorème). La �gure 5.5 mon tre la tactique (dé�nie

en L tac : le langage de tactique de Co q) qui est utilisée p our créer le p oin t

d'in tersection de deux droites.

Si l'utilisateur e�ace un ob jet dans Ge oPr o of il est e�acé du con texte Co q

au mo y en de la commande clear de Co q. Cela p ermet de simpli�er la �gure

quand l'état de la preuv e ne nécessite plus de visualiser tous les ob jets. Si

l'utilisateur désire e�acer un ob jet dans Ge oPr o of sans l'e�acer du con texte

Co q, il p eut le cac her au mo y en du men u con textuel propre à l'ob jet dans

Ge oPr o of .

5.5 P ersp ectiv es

La v ersion actuelle de Ge oPr o of utilise un presse papier priv é comme

tuy au de comm unicat i o n en tre Ge oPr o of et Co qIDE . Cette appro c he a l'a v an-

tage d'être à la fois facile à implan ter et facile à utiliser. L'utilisateur p eut

commencer une in teraction sans a v oir à con�gurer quoi que ce soit. Il doit

seulemen t lancer Ge oPr o of et Co qIDE sur le même ordinateur. Mais cette
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Fig. 5.5 � La tactique qui p ermet d'in tro duire le p oin t d'in tersection de deux

droites.

Ltac DecompEx H P := elim H;intro P;intro;clear H.

Ltac let_intersection I A B C D :=

let id1 := fresh in ((assert (id1:exists I,

I = pt_intersection (line A B) (line C D));

[apply (existence_pt_intersection)|DecompEx id1 I])).

Fig. 5.6 � Le théorème de la droite des milieux dans le langage du dév elop-

p emen t de F rédérique Guilhot.
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Fig. 5.7 � In tégration de Ge oPr o of dans l'arc hitectu r e de Pr o of Gener al

Coq GeoProof
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: : : CoqIDE

arc hitecture p ossède des limites. Premièrem e n t , la comm unicat i o n a v ec Co q

est réalisée en utilisan t la syn taxe de Co q, elle est relativ emen t simple à

pro duire mais il est di�cile d'en réaliser l'analyse syn taxique (à cause des

mécanismes de notations notammen t). Deuxièmemen t, la sync hronisation

en tre ce qui est saisi par l'utilisateur dans Co qIDE et l'état de Ge oPr o of

n'est pas garan tie. Il p ourrait donc être in téressan t de fonder le mécanisme

de comm unicat i o n en tre Co q et Ge oPr o of sur l'arc hitectur e � Pro of General

In teraction Proto col (PGIP) � [ W AL04 , AL W04 ]. Ce cadre de tra v ail est

basé sur XML et p ermet d'a v oir plusieurs in terfaces qui in teragissen t a v ec le

même assistan t de preuv e. C'est exactemen t ce don t nous a v ons b esoin car,

comme nous l'a v ons men tionné plus haut, certaines preuv es son t plus faciles

à comprendre diagrammati que m e n t et d'autres son t plus faciles à représen-

ter de manière textuelle (on p eut p enser aux preuv es utilisan t les nom bres

complexes par exemple). Dans ce cadre, Ge oPr o of et Co qIDE in teragiraie n t

a v ec l'assistan t de preuv e Co q. Cette appro c he p ourrait de plus être généra-

lisée à d'autres assistan ts de preuv e et in terfaces graphiques tels que Isab elle,

Eclipse/Pro o f General et PCo q par exemple. La �gure 5.7 mon tre la struc-

ture de cette arc hitecture . Cette appro c he nécessite l'implan tati o n de PGIP

dans Co q, Co qIDE et GeoPro of.

De plus, les fonctionnalités de preuv e in teractiv e de Ge oPr o of se doiv en t

d'être étendues. Nous tra v aillons sur les extensions suiv an tes :

� a v oir la p ossibilité d'appliquer un théorème diagrammati que m e n t par

glisser/dép oser,

� a v oir la p ossibilité de marquer des faits sur le diagramme p our pro duire

de nouv elles prop ositions dans Co q,

� p ouv oir considérer une macro comme une preuv e de l'existence d'une

construction à la règle et au compas (cela sous en tend qu'il faut a jouter

la p ossibilité de réaliser des macros à Ge oPr o of ).

Une autre extension prévue de Ge oPr o of est de l'adapter a�n de p ouv oir

réaliser des raisonnemen ts � diagrammati que s � . En e�et certains raisonne-
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men ts géométriques p euv en t facilemen t être représen tés de manière diagram-

matique. A�n d'ab order cette thématique, nous nous sommes in téressés à un

domaine où les raisonnemen ts géométriques son t fréquen ts et p ermetten t de

traiter une large classe de form ules : la réécriture abstraite. Ceci fait l'ob jet

du c hapitre suiv an t.

5.6 Conclusion

La démonstration est au cen tre des mathématiques et doit donc éga-

lemen t a v oir un rôle cen tral dans l'enseignemen t des mathématiques. Les

logiciels le plus utilisés p our l'enseignemen t des mathématiques le son t prin-

cipalemen t p our explorer, visualiser, calculer, trouv er des con tre-exemple s,

des conjectures, ou v éri�er des faits, mais la plupart ne p ermetten t pas de

réaliser des preuv es. Nous p ensons que les assistan ts de preuv e son t main-

tenan t assez m ûrs p our être adaptés au monde de l'éducation. Nous a v ons

présen té dans ce c hapitre un protot yp e qui ten te d'in tégrer la géométrie dy-

namique, la preuv e automatique et la preuv e formelle. C'est un premier pas

v ers l'utilisation d'un assistan t de preuv e en classe. Nous esp érons p ouv oir

dans l'a v enir p oursuivre ce tra v ail en étudian t les problématiques de la preuv e

formelle qui son t sp éci�ques à l'enseignemen t (resp ect du programme, etc. ).





Chapitre 6

Un système de preuve

dia gramma tique pour la

réécriture abstraite

L es diagr ammes sont utilisés r é gulièr eme nt dans la c ommunauté qui s'in-

tér esse à la r é é critur e à la fois p our r epr ésenter c ertaines pr opriétés mais

aussi c ertaines pr euves. Dans c e chapitr e nous formalisons une c ertaine

classe de diagr ammes qui �gur e dans la littér atur e à pr op os de la r é é critur e

abstr aite. Nous donnons une dé�nition formel le des digr ammes utilisés p our

énonc er des pr opriétés. Nous pr op osons des r è gles d'infér enc e p our formaliser

c ertaines pr euves diagr ammatiques c omme p ar exemple c ertaines pr opriétés

de tr ansitivité de systèmes de r é é critur e abstr aite et le lemme de Newman.

Nous montr ons la c orr e ction et la c omplétude du système p ar r app ort au

c alcul des sé quents.

6.1 In tro duction

Certains diagrammes p euv en t être vus comme des descriptions de haut

niv eau p our des preuv es dans le sens où ils con v ainquen t le lecteur qu'une

propriété est vraie. Ce genre de diagrammes apparaît dans di�éren ts do-

maines des mathématiques et de l'informatique, nous p ouv ons citer en tre

autres la géométrie euclidienne , la théorie des nom bres, l'analyse réelle, la

théorie des ensem bles, la théorie des catégories, la réécriture. . .

Dans [Jam01 ] Jamnik utilise des diagrammes comme des aides p our un

démonstrateur automatique dans le domaine de la théorie des nom bres. Mil-

ler a prop osé un système formel p our faire des preuv es diagrammati que s

formelles en géométrie euclidienne [ Mil01 ]. Win terstein a prop osé un autre

système formel qui lui s'in téresse à la preuv e diagrammat i que p our analyse
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réelle [Win04b ].

Dans ce c hapitre nous nous in téressons aux diagrammes que l'on p eut

trouv er dans la littérature liée à la théorie de la réécriture. Da v e Bark er-

Plummer et Sidney C. Bailin se son t in teressés au raisonnemen t diagram-

matique en réécriture [ BPB91 ], mais dans leur appro c he le digramme était

considéré seulemen t comme une aide p our un démonstrateur automatique.

Notre but ici est de donner aux diagrammes le statut d'ob jet de preuv e

a�n de les utiliser comme langage d'en trée de haut niv eau p our l'assistan t

de preuv e Co q [ Co q04 , HKPM04 ]. Cette appro c he nous amène à donner une

dé�nition formelle de ce qu'est un diagramme, sa séman tique et la correction

d'une preuv e diagrammat i que .

Nous nous in téressons à la réécriture car les diagrammes son t utilisés

fréquemmen t dans la littérature sur ce domaine. P ar exemple dans [ BN98 ]

des diagrammes apparaissen t tout au long de la présen tation. Leur séman-

tique est même dé�nie assez précisémen t. Néanmoins nous v errons qu'il est

nécessaire de donner une dé�nition plus formelle puisque la signi�cation de

certains diagrammes dans [BN98 ] v arie suiv an t le con texte. En e�et dans

cette présen tation les v ariables son t parfois impliciteme n t quan ti�ées univ er-

sellemen t et d'autres fois elles ne le son t pas.

Dans ce c hapitre nous donnons une présen tation des principales proprié-

tés de la réécriture abstraite similaire à [ BN98 ] sauf que notre but est de

considérer les diagrammes non pas comme des illustrations p our les preuv es

mais comme des ob jets de preuv e en eux-mêmes.

Nous rapp elons d'ab ord la dé�nition d'un système de réécriture abstraite,

et donnons une dé�nition formelle d'un diagramme de réécriture. Ensuite

nous dé�nissons quelques propriétés représen tables diagrammat i que m e n t et

donnons un système formel en nous appuy an t sur un exemple simple. En�n

nous a joutons des règles d'inférence p our formaliser les preuv es par induction

en nous appuy an t sur l'exemple du lemme de Newman [ New42 ]. En�n nous

décriv ons l'implan tati o n du système qui a été réalisée au sein de l'assistan t

de preuv e Co q et p ermet de prouv er les propriétés principales des systèmes

de réécriture abstraite.
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6.2 Représen tation diagrammatique en réécriture

abstraite

Dans cette partie nous rapp elons la dé�nition d'un système de réécriture

abstraite et donnons des dé�nitions p our les diagrammes qui représen ten t

des propriétés classiques.

Un système de r é é critur e abstr aite est une paire (A; ! ) où la r é duction

! est une relation binaire sur l'ensem ble A , i.e. !� A � A .

Notre but ici est de formaliser les diagrammes tels qu'on p eut les trouv er

dans la littérature. Nous ne v oulons pas dé�nir une nouv elle sorte de dia-

grammes comme cela est fait dans [ BvOK98 ], nous nous e�orçons de dé�nir

un langage qui sera utilisé en en trée de Co q. Celui-ci doit être aussi pro c he

que p ossible de l'usage habituel. Ainsi, le fait que (x; y) appartien t à ! sera

représen té par une �èc he en p osition in�xe : x �! y .

Informellemen t, nous utiliserons la con v en tion habituelle qui consiste à

représen ter les h yp othèses par des �èc hes pleines et la conclusion par des

�èc hes en p oin tillé. Les sommets qui son t reliés uniquemen t à des �èc hes en

p oin tillé son t supp osés, par défaut, être quan ti�és existen tiellemen t.

Les sommets qui son t reliés uniquemen t à des �èc hes pleines son t toujours

quan ti�és univ ersellemen t.

A v an t de donner une dé�nition formelle, examinons un premier exemple.

Une propriété très conn ue d'un système de réécriture abstraite est la pro-

priété du diaman t. Elle est habituellem e n t représen tée par le diagramme

suiv an t :

x

••••
••

••
•

��??
??

??
??

y

��>
>

>
> z

••�
�

�
�

t

La signi�c ation de ce diagramme est la suiv an te :

8xyz; x �! y ^ x �! z ) 9 t; y �! t ^ z �! t

Ici notre but est de traiter les diagrammes comme des cito y ens de pre-

mière classe, c'est à dire non pas comme des notations p our des ob jets ma-

thématiques mais comme des ob jets mathématiques, p our cela nous a v ons

b esoin d'un dé�nition formelle de ce qu'est un diagramme.

La dé�nition d'un diagramme étan t basée sur un graphe, nous dé�nissons

d'ab ord les graphes don t on a b esoin ainsi que les notations asso ciées.
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Dé�nition 17 (Multi-graphe orien té) . Un multi gr aphe orienté est un qua-

druplet (V; A; s; d) où

� V est l'ensemble des sommets

� A est l'ensemble des �è ches

� s : A ! V est la fonction qui à chaque �è che asso cie son sommet

sour c e

� d : A ! V est la fonction qui à chaque �è che asso cie son sommet

destination

Notons qu'une �èc he p eut a v oir une source et une destination iden tiques.

Dé�nition 18 (Diagramme) . Un diagr amme de r é é critur e D est un multi-

gr aphe orienté �ni dont les �è ches sont étiqueté e s p ar une r elation et un

statut (soit conclusion soit h yp othèse ) et les sommets sont étiquetés p ar un

nom et un statut (soit univ ersel , existen tiel ou libre ) véri�ant les c onditions

suivantes :

� Si un sommet est en c ontact ave c au moins une �è che hyp othèse alors

sont statut n 'est p as existentiel.

� L e diagr amme c omp orte au moins une �è che mar qué e c onclusion.

� L e diagr amme ne c omp orte p as de sommet de de gr é zér o.

F ormel lement c'est un 10-uplet (� V ; � A ; V; A; s; d; lA ; lV ; sA ; sV ) où :

� � V est un ensemble de symb oles de sommets

� � A est un ensemble de symb oles de r elations

� V est l'ensemble des sommets

� A est l'ensemble des �è ches

� s : A ! V est la fonction qui à chaque �è che asso cie son sommet

sour c e

� d : A ! V est la fonction qui à chaque �è che asso cie son sommet

destination

� lA : A ! � A est une fonction qui asso cie à chaque �è che un symb ole

de r elation

� lV : V ! � V est une fonction inje ctive qui asso cie à chaque sommet

un symb ole de sommet

� sA : A ! fH ; Cg est une fonction qui asso cie à chaque �è che un statut

de �è che

� sV : V ! f8 ; 9; Fg est une fonction qui asso cie à chaque sommet un

statut de sommet

véri�ant que :

� 8v 2 V;(9a 2 A; (s(a) = v _ d(a) = v) ^ sA (a) = H) ) sV (v) 6= 9
� 9a 2 A; sA (a) = C
� 8v 2 V;9a 2 A; s(a) = v _ d(a) = v
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Premières notations (N1) :

Si toutes les �èc hes son t étiquetées par la même relation nous omettons

ce lab el.

Les �èc hes qui on t le statut conclusion son t représen tées par une �èc he en

p oin tillé.

Les �èc hes qui on t le statut h yp othèse son t représen tées par une �èc he pleine.

Les sommets qui on t le statut univ ersel son t marqués par le sym b ole 8.

Les sommets qui on t le statut existen tiel son t marqués par le sym b ole 9.

Les sommets libres son t soulignés.

En utilisan t ces notations la propriété du diaman t p eut être représen tée

de la façon suiv an te :

x8

}}||
||

||
||

!!BB
BB

BB
BB

y8

  B
B

B
B z8

~~|
|

|
|

t9

Nous disons qu'un terme x R�! y est représen té par une �èc he si le dia-

gramme con tien t une �èc he f étiquetée par R tel que s(f ) = x et d(f ) = y .

Main tenan t nous dé�nissons une séman tique p our nos diagrammes. No-

tons que cette dé�nition n'est pas nécessaire à la construction d'un système

formel p our faire des preuv es en réécriture. En e�et on p ourrait considérer

que la séman tique des diagrammes est impliciteme n t dé�nie par les règles

d'inférence qui les manipulen t. Nous donnons ici la séman tique d'une part

p our clari�er la présen tation et d'autre part parce qu'elle est nécessaire p our

énoncer les propriétés de correction et de complétude vis à vis du calcul des

séquen ts que nous prouv erons dans la partie 6.4 .
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Dé�nition 19 (séman tique) .

L a sémantique d'une �è che x R�! y est R(x; y) .

Soit e l'ensemble des étiquettes des sommets mar qués existentiel lement et u
l'ensemble des étiquettes des sommets mar qués universel lement.

Soit C la c onjonction des termes r epr ésentés p ar une �è che c onclusion.

Soit H la c onjonction des termes r epr ésentés p ar une �è che hyp othèse ou

vr ai si la c onjonction est vide.

Par dé�nition la sémantique d'un diagr amme D noté e JDK est :

JDK:= 8u; H ) 9 e; C

Notons que grâce à la première condition dans la dé�nition des dia-

grammes, la conjonction C ne p eut pas être vide et grâce à la deuxième

condition H ne p eut pas con tenir d'o ccurrenc e d'une v ariable qui est con te-

n ue dans e
Notons aussi que nous ne précisons pas l'ordre des v ariables dans e et u
ainsi que l'ordre des termes dans C et H mais ceci n'in tro duit pas fonda-

men talemen t d'am biguïté car les form ules obten ues par p erm utation son t

équiv alen tes.

A v ec cette dé�nition, il est clair que toutes les form ules de la logique

du premier ordre ne son t pas la séman tique d'un diagramme. Nous p ouv ons

uniquemen t décrire des form ules de la forme 8u
V

i H i ) 9 e
V

i Ci où les H i et

Ci son t des prédicats d'arité deux. Quand nous aurons b esoin d'une form ule

qui n'est pas dans ce fragmen t nous nous servirons de la syn taxe habituelle

utilisan t les connecteurs logiques.

Remarque 3. Si un diagr amme c ontient plusieurs c omp osantes c onnexes

(au sens de la thé orie des gr aphes), sa sémantique est é quivale nte à la c onjonc-

tion des sémantiques de chacune de ses c omp osantes c onnexes.

Pr euve: Par inje ctivité de la fonction lV .

Secondes notations (N2) :

Comme notre but est de donner une dé�nition des diagrammes aussi pro c he

que p ossible de l'usage habituel dans la comm unauté , nous in tro duisons deux

autres notations :

1. Dans la représen tation d'un diagramme si nous omettons le statut d'un

sommet, alors il a le statut implicite suiv an t :

Si un sommet est en c ontact ave c seulement des �è ches c onclusion alors

son statut est existentiel sinon son statut est universel.
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Ainsi on retrouv e la notation habituelle p our la propriété du diaman t :

x

••••
••

••
•

��??
??

??
??

y

��>
>

>
> z

••�
�

�
�

t

2. Si p our r epr ésenter un diagr amme, on dessine seulemen t des �è ches

pleines et que l'on omet le statut des sommets, nous c onsidér ons c e ci

c omme une notation p our r epr ésenter le diagr amme ave c le même gr a-

phe sous jac ent mais c omp osé uniquement de �è ches en p ointil lé et de

sommets libr es .

Exemple : x �! y est une notation p our

x //___ y

Notons que cette notation ne crée pas d'am biguïté car tout diagramme

comp orte au moins une �èc he conclusion.

Notons aussi que si nous éc hangions les rôles des �èc hes en p oin tillé ou

non dans la dé�nition de la séman tique d'un diagramme nous p ourrions

simpli�er cette notation. Nous gardons cette con v en tion p our rester le

plus pro c he p ossible de l'usage dans la comm unauté .

A v an t d'aller plus loin, et p our clari�er ces dé�nitions, v oici quelques

exemples de diagrammes a v ec leur séman tique asso ciée :

F orm ule Diagramme

x �! x x yy
g

�W
noté aussi

a

x
yy

8x; x �! x x8
ww
g

�W

9x; x �! x x
yy

g
�W

9xy; x �! y x //___ y
8x9y; x �! y x8 //___ y
8xy; x �! y x8 //___ y8

x �! y x //___ y noté aussi x //y

a

en l'absence d'autres �èc hes dans le diagramme

6.2.1 Extension aux disjonctions.

Habituellemen t , dans la littérature sur la réécriture, la disjonction n'est

pas représen tée par un diagramme. Mais a�n de p ouv oir dé�nir la clôture

transitiv e d'une relation par exemple, nous sommes amenés à dé�nir des
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diagrammes p our la disjonction. En e�et nous dev ons exprimer le fait que

1

:

8xy; x +�! y ) (x �! y _ 9y0; x �! y0 +�! y)

P our cela nous dev ons étendre notre dé�nition de diagramme à une notion

de diagramme disjonctif :

Dé�nition 20 (diagramme disjonctif ) . Un diagr amme disjonctif est un en-

semble �ni de diagr ammes (dans le sens de la dé�nition 18 ) dont les sous-

diagr ammes r estr eints aux �è ches pleines et sommets universels sont iden-

tiques.

Notation : Nous séparons les sous-diagrammes forman t la disjonction

par une barre v erticale j .

La séman tique est la suiv an te :

Dé�nition 21 (séman tique des diagrammes disjonctifs) .

Soit D = f D1 : : : Dng un diagr amme disjonctif. Comme les diagr ammes D i

p artagent les mêmes �è ches pleines nous savons qu'ils ont une sémantique

de la forme 8�! u ; H ) 9 �! ei ; Ci .

L a sémantique de D est p ar dé�nition :

JDK:= 8�! u ; H )
_

i 2 1:::n

9�! ei ; Ci

P ar exemple, v oici les diagrammes qui exprimen t les deux cas p ossibles

de construction p our les réductions

+�! et

��! :

x + //
>>J _ t
y x + //

��>
>

>
> y

y0

+
@@�

�
�

�

8xy; x +�! y ) (x �! y _ 9y0; x �! y0 +�! y)

x � //
= >>J _ t

y x � //

��>
>

>
> y

y0

�
@@�

�
�

�

8xy; x ��! y ) (x =�! y _ 9y0; x �! y0 ��! y)

1

Les relations

+�! et

��! seron t dé�nies dans la partie 6.2.4 .
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6.2.2 Langage des form ules représen tées

Après l'extension aux diagrammes disjonctifs, les form ules qui p euv en t

être représen tées par un diagramme son t exactemen t celles de la forme :

8 u
^

i

H i )
_

i

9 ei

^

j

Ci j

Où les H i et Ci j son t des prédicats d'arité deux.

Ces énoncés formen t un sous-langage de ce que Marc Bezem et Thierry

Co quand app ellen t la lo gique c ohér ente (coheren t logic). P our plus d'infor-

mation à prop os de cette logique v oir [ BC05 , BC04b ].

Dans la suite nous app ellerons D cette classe de form ules.

6.2.3 A prop os de la négation

La classe D de form ules que nous v enons de dé�nir ne con tien t pas de

négations. Cela représen te une réelle limitation puisque par exemple, nous ne

p ouv ons donc pas dé�nir la notion de forme normale en réécriture. Mais cette

propriété est très imp ortan te car les diagrammes que nous utilisons son t basés

sur la représen tation d'un exemple qui a v aleur générale. Il est di�cile de

dénoter diagrammat i que m e n t , par un exemple, le fait que quelquec hose n'est

pas. De même en géométrie, les �gures imp ossibles ne son t pas représen tables

par un exemple. T outefois, dans certains domaines, la négation (appliquée

uniquemen t sur des atomes) p eut être représen tée diagrammat i que m e n t . Elle

est parfois sym b olisée par la notion de �complémen t a r i t é � . P ar exemple, la

non appartenanc e à un ensem ble p eut-être représen tée dans le cadre des

diagrammes d'Euler. Il faut noter que dans ce con texte la négation n'a alors

pas la même signi�cation, puisque cette notation implique impliciteme n t que

l'on tra v aille dans une logique classique : si l'élémen t n'est pas dans A alors

il est dans son complémen t a i r e : A .

6.2.4 Dé�nitions et propriétés usuelles

Nous donnons main tenan t quelques dé�nitions en utilisan t les diagram-

mes que nous a v ons dé�nis. Celles-ci seron t utiles aux exemples qui illustren t

la partie suiv an te.

A c haque relation on asso cie quatre relations :

� la clôture ré�exiv e (

=?�! ),

� la clôture transitiv e (

+�! ),

� la clôture ré�exiv e et transitiv e (

��! ),

� la clôture symétrique ( $ p).

Les dé�nitions des trois premières son t usuelles. Mais p our la dé�nition

de la clôture symétrique nous n'utilisons pas le sym b ole habituel ( $ ). En

e�et le sym b ole a la propriété qu'il dénote : il est symétrique ! C'est une
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des raisons qui fon t que cette représen tation est vraimen t diagrammat i que .

Mais en toute rigueur, nous dev ons garder une notation asymétrique p our

la dé�nir. Nous v errons que dans les preuv es diagrammati que s, la notation

symétrique cac he en réalité une étap e de raisonnemen t implicite, nous v errons

commen t les traiter dans la partie 6.6.2 .

Dé�nition 22 (Clôture symétrique) . L a clôtur e symétrique d'une r elation

est dé�nie p ar les deux diagr ammes suivants :

x //
!!t _ J

<>>J _ t
y__ t_J

?•• J_t
x �//

>>J _ t
yoo x �//y__ t_J

oo

Dé�nition 23 (Clôture ré�exiv e) . L a clôtur e r é�exive d'une r elation est

dé�nie p ar les tr ois diagr ammes suivants :

x //
=? >>J _ t

y x8 =?hh
W�
g x =? //

>>J _ t
y x =? //

= >>J _ t
y

Dé�nition 24 (Clôture transitiv e) . L a clôtur e tr ansitive d'une r elation est

dé�nie

2

p ar les tr ois diagr ammes suivants :

x //
+ >>J _ t

y x //
+ 88OT Z _ d j oy + //z

x + //
>>J _ t
y x + //

��>
>

>
> y

y0

+
@@�

�
�

�

Dé�nition 25 (Clôture transitiv e et ré�exiv e) . L a clôtur e tr ansitive et r é-

�exive d'une r elation est dé�nie p ar les tr ois diagr ammes suivants :

x8 �hh
W�
g x //

�
88OT Z _ d j oy � //z

x � //
= >>J _ t

y x � //

��>
>

>
> y

y0

�
@@�

�
�

�

Dé�nition 26 (V o cabulaire) .

On dit que x est réductible si :

x //___ y

On dit que y est le successeur direct de x si :

x //___ y
noté aussi

x //y

2

Les clôtures transitiv e et transitiv e-ré�exiv e n'étan t pas dé�nissables au premier ordre,

cette dé�nition n'est pas complète. Elle le sera uniquem en t quand nous aurons a jouté les

princip es d'induction asso cié s à ces dé�nitions dans la partie 6.5 .
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On dit que y est un successeur de x si :

x + //___ y
noté aussi

x + //y

On dit que x et y son t joignables si :

x
�

��>
>

>
>

y
�

���
�

�
�

z

Dé�nition 27 (Propriété s de con�uence) .

x

••••
••

••
•

�••••
••

••
•

��??
??

??
??

�
��??

??
??

??

y
�

��>
>

>
>

��>
>

>
> z

�

••�
�

�
�

••�
�

�
�

t
Con�uenc e

x

••••
••

••
•

••••
••

••
•

��??
??

??
??

�
��??

??
??

??

y
�

��>
>

>
>

��>
>

>
> z

�

••�
�

�
�

••�
�

�
�

t
Semi-c on�uenc e

x

••••
••

••
•

••••
••

••
•

��??
??

??
??

��??
??

??
??

y
�

��>
>

>
>

��>
>

>
> z

�

••�
�

�
�

••�
�

�
�

t
Con�uenc e lo c ale

x

••••
••

••
•

••••
••

••
•

��??
??

??
??

��??
??

??
??

y
=?

��>
>

>
>

��>
>

>
> z

�

••�
�

�
�

••�
�

�
�

t
Con�uenc e forte

x � //

�

��>
>

>
> yoo

�

���
�

�
�

t
Chur ch-R osser

x

••••
••

••
•

••••
••

••
•

��??
??

??
??

��??
??

??
??

y

��>
>

>
>

��>
>

>
> z

••�
�

�
�

••�
�

�
�

t
Pr opriété du diamant

Dé�nition 28 (T ransitivité) .

Une r elation �! est tr ansitive si el le véri�e le diagr amme suivant :

x // 88OT Z _ d j oy //z

Dé�nition 29 (Ré�exivité) .

Une r elation �! est r é�exive si el le véri�e le diagr amme suivant :

x
yy

Dé�nition 30 (Comp osition) .

L a c omp osition de deux r elations

a�! et

b�! est dé�nie p ar les diagr ammes

suivants :

x a:b //

a

��?
?

?
? z

y

b
??•

•
•

•

x a //
a:b

88OT Z _ d j oy b //z
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6.3 Preuv es diagrammatiques

Précédemm e n t nous a v ons dé�ni formellemen t des diagrammes qui repré-

sen ten t des form ules en réécriture. Mais des diagrammes du même genre son t

aussi utilisés p our représen ter des preuv es. A v an t de donner une dé�nition

formelle nous allons étudier une preuv e très simple présen tée en utilisan t un

diagramme (p our l'instan t informel).

Exemple. Si

a�! et

b�! sont deux r elations qui sont tr ansitives et

b:a�!� a:b�! alors

a:b�! est tr ansitive.

x a //
a

88OT Z _ d j oy a //z ^ x b //
b

88OT Z _ d j oy b //z ^ x
a:b >>J _ t
b:a //y

+

x a:b //
a:b

88OT Z _ d j oy a:b //z
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Preuv e traditionnelle Preuv e diagrammatique

Soien t x; y et z tels que x a:b�! y

et y a:b�! z .

Nous dev ons mon trer que x a:b�!
z .

x a:b //y a:b //z

P ar dé�nition de

a:b�! il existe u
et v tels que x a�! u b�! y et

y a�! v b�! z .

u
b

��??
??

??
? v

b

��??
??

??
??

x a:b //

a
??••••••••

y a:b //

a
??•••••••

z

P ar dé�nition de

b:a�! , on a u b:a�!
v .

u
b

��??
??

??
?

b:a //v
b

��??
??

??
??

x a:b //

a
??••••••••

y a:b //

a
??•••••••

z

Comme

b:a�!� a:b�! , on a u a:b�! v . u
b

��??
??

??
?

b:a //

a:b
&&v

b

��??
??

??
??

x a:b //

a
??••••••••

y a:b //

a
??•••••••

z

P ar dé�nition de

a:b�! , il existe t

tel que u a�! t et t b�! v .

t
b

��??
??

??
??

u

a
??••••••••

b

��??
??

??
?

b:a //

a:b
&&v

b

��??
??

??
??

x a:b //

a
??••••••••

y a:b //

a
??•••••••

z

Comme

a�! et

b�! son t transi-

tiv es nous sa v ons que x a�! t et

t b�! z .

t
b

��??
??

??
??

b

��

u

a
??••••••••

b

��??
??

??
?

b:a //

a:b
&&v

b

��??
??

??
??

x

a

22

a:b //

a
??••••••••

y a:b //

a
??•••••••

z
Nous p ouv ons en conclure que :

x a:b�! z

t
b

��??
??

??
??

b

��

u

a
??••••••••

b

��??
??

??
?

b:a //

a:b
&&v

b

��??
??

??
??

x
a:b

66

a

22

a:b //

a
??••••••••

y a:b //

a
??•••••••

z

Le diagramme qui �gure sur la droite fournit une représen tation claire

de la preuv e. Notons qu'il est nécessaire de fournir une �animation� de la

manière don t le diagramme a été construit, une preuv e consiste à mettre en

évidence le fait qu'un diagramme p eut être construit en utilisan t certaines
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règles. Ce diagramme représen te ce que l'on sait tout au long de la preuv e.

Notre but ici est de formaliser ce genre de preuv e diagrammat i que . Nous

allons dé�nir quelques règles qui formeron t un p etit système formel p our faire

des preuv es en utilisan t des diagrammes. Nous v oulons dé�nir des règles

qui imiten t précisémen t les mêmes étap es de raisonnemen t que celles que

l'on réalise en construisan t des diagrammes comme celui donné en exemple.

C'est p our cela que les règles que l'on v a dé�nir ne son t pas atomiques, elles

p ourraien t être décomp osées en des règles logiques plus simples.

Nous c hoisissons de dé�nir un système formel dans le st yle du raisonne-

men t v ers l'a v an t. Cela signi�e que les théorèmes seron t prouv és pas à pas

en partan t des h yp othèses (et non pas en transforman t la conclusion). Nous

v errons que ce c hoix p ermet d'en visager une implan tation claire sous forme

d'une in terface graphique. En e�et l'absence de règles de raisonnemen t qui

transformen t la conclusion p ermet d'en visager une implan tation où seules les

h yp othèses son t représen tées, la conclusion p ouv an t rester implicite p endan t

le pro cessus de preuv e.

Le raisonnemen t est formalisé de manière classique. Nous admettons que

nous a v ons un ensem ble d'h yp othèses et un but. Les h yp othèses et le but

son t ici des diagrammes. De plus nous distinguons une h yp othèse des autres,

cette h yp othèse sera app elée factuel le , les autres seron t app elées universel les .

L'h yp othèse factuelle représen te ce que l'on sait p endan t la preuv e, et les

h yp othèses univ erselles formen t la �b oîte à outils� p our prouv er le théorème.

Dé�nition 31 (h yp othèse factuelle) . Nous app elons h yp othèse factuelle ,

un diagr amme qui c ontient uniquement des sommets libr es et des �è ches

c onclusion.

Remarque 4. Notons que gr âc e aux notations que nous avons dé�nies, les

diagr ammes factuels p euvent en fait êtr e r epr ésentés uniquement ave c des

�è ches pleines.

Dé�nition 32 (h yp othèse univ erselle) . Nous app elons h yp othèse univ er-

selle , un diagr amme qui n 'est p as factuel.

Cela signi�e que nous a v ons des � séquen ts � de la forme suiv an te :

U1; U2; : : : Un ; F ` D

où U1; : : : Un son t des diagrammes univ ersels et F est un diagramme factuel.

Les règles d'inférence transformen t un séquen t en un autre.

P our décrire ces règles nous a v ons b esoin de dé�nir quelques transforma-

tions qui op èren t sur les diagrammes.

Dé�nition 33 (in v ersion) . Étant donné un diagr amme D l'inversion de D
est p ar dé�nition D où chaque �è che hyp othèse a été tr ansformé e en une
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�è che c onclusion.

F ormel lement si D = (� V ; � A ; V; A; f; l A ; lV ; sA ; sV ) alors

I (D ) = (� V ; � A ; V; A; f; l A ; lV ; s0
A ; sV )

où s0(a) =
�

C si sA (a) = H ,

sA (a) sinon

Dé�nition 34 (union) . Nous ne dé�nissons l'union que p our les diagr ammes

factuels.

On dit que D est l'union de deux diagr ammes factuels D1 et D2 , noté D1[ D2 ,

ssi le gr aphe sous-jac ent à D est l'union des deux gr aphes sous-jac ents à D1

et D2 et tous les sommets sont libr es et les �è ches sont des �è ches c onclusion.

Dé�nition 35 (sous-diagramme) .

On dit qu'un diagr amme

D1 = (� V1 ; � A 1 ; V1; A1; s1; d1; lA 1 ; lV1 ; sA 1 ; sV1 )

est un sous-diagr amme de

D2 = (� V2 ; � A 2 ; V2; A2; s2; d2; lA 2 ; lV2 ; sA 2 ; sV2 )

noté D1 � D2 ssi :

� V1 � V2

� A1 � A2

� les fonctions s1; d1; lA 1 ; lV1 ; sA 1 ; sV1 et s2; d2; lA 2 ; lV2 ; sA 2 ; sV2 c oïncident

deux à deux sur les p oints où el les sont toutes les deux dé�nies.

Notations : Nous notons DH (resp. DC ) le sous-diagramme de D qui ne

con tien t que les �èc hes h yp othèses (resp. conclusions).

6.3.1 Règles d'inférence

Notre système comprend six règles d'inférence :

intros p ermet d'in tro duire les h yp othèses dans le con texte,

apply p ermet d'utiliser l'information con ten ue dans un diagramme univ ersel

p our enric hir le diagramme factuel,

conclusion est une règle axiome, elle p ermet de conclure lorsque le dia-

gramme factuel con tien t assez d'informations,

substitute et reflexivity p ermetten t de traiter l'égalité,

cut p ermet de réutiliser des résultats prouv és précédemen t .

Notons que nous c hoisissons de dé�nir l'égalité comme une notion pri-

mitiv e. Nous aurions pu la dé�nir au mo y en de diagrammes. Mais cette ap-

pro c he aurait augmen té la taille des diagrammes en in terdisan t de simpli�er

les diagrammes où plusieurs sommets son t égaux.
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intros

La première règle est la règle intros , elle a été omise dans l'exemple

informel que nous a v ons donné.

Soit f l'ensem ble des étiquettes des sommets libres de H1; : : : ; Hn ; G .

Soit Ghyp = � (I (GH )) et Gconcl = � (GC ) , a v ec � une substitution d'une

partie des sommets univ ersels de G en des sommets libres étiquettés par des

lab els frais.

H1; : : : ; Hn ; Ghyp ` Gconcl
intros

H1; : : : ; Hn ` G

Notons qu'en utilisan t la deuxième notation (N2), cela signi�e que gra-

phiquemen t Ghyp est représen té par le sous-diagramme de G restrein t aux

�èc hes pleines.

Exemple.

x a:b //y a:b //z ` x a:b //z
intros

` x a:b //
a:b

88OT Z _ d j oy a:b //z

apply

La deuxième règle est la règle apply . C'est la règle qui est utilisée à

c haque étap e du premier exemple. Elle consiste à appliquer un diagramme

univ ersel D à un sous-diagramme du diagramme factuel F . Si D est un

diagramme disjonctif cette règle in tro duit alors une distinction de cas.

Étan t donné un diagramme univ ersel D dans l'ensem ble des h yp othèses

et une substitution � qui substitue les sommets univ ersels de telle manière

que les h yp othèses formen t un sous-diagramme du diagramme factuel, p our

c haque diagramme D j forman t le diagramme disjonctif, la règle apply imp ose

de prouv er le théorème a v ec le diagramme factuel enric hi par la conclusion

de D i , les sommets existen tiels étan t instanciés par des v ariables fraîc hes.

F ormellemen t :

D1; : : : ; Dn ; F [ � 1(F1) ` G . . . D1; : : : ; Dn ; F [ � m (Fm ) ` G
apply

D1; : : : ; Dn ; F ` G

si 9i; �; I (� (D i )H ) � F
et (� (D i ))C = ( F1j : : : jFm )

et � 1; : : : ; � m asso cien t aux sommets existen tiels de F1; : : : ; Fm des v ariables

fraîc hes.

Exemple.
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b c

` u //v

substitute

Si le diagramme factuel con tien t un sous-diagramme de la forme x =�! y
la règle substitute p ermet de remplacer certaines o ccurrences de x par y
et/ou de fusionner les sommets x et y dans tous les diagrammes.

Exemple.

a //x ` x99 //z
substitute

a //x = //y ` x //y //z

reflexivity

La règle de ré�exivité de l'égalité est la suiv an te :

reflexivity

� ` x = x

conclusion

La règle conclusion est utilisée p our �nir la preuv e. Si le but est un

diagramme G = G1j : : : jGm sans �èc he h yp othèse ni sommet univ ersel (a v ec

m = 1 si G n'est pas disjonctif ), la règle conclusion prouv e le théorème s'il

existe un diagramme Gi et une substitution � des sommets existen tiels de

Gi tels que � (Gi ) est un sous-diagramme de l'h yp othèse factuelle F .

conclusion

si 9i�; � (Gi ) � F
D1; : : : ; Dn ; F ` G1j : : : jGm
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Exemple.

conclusion

x //___ y ee
W�
g `

x

��>
>

>
>

y

���
�

�
�

z

x ee
W�
g

cut

La règle cut est la règle de coupure usuelle.

D1; : : : ; Dn ; F ` G D1; : : : ; Dn ; G; F ` J
cut

D1; : : : ; Dn ; F ` J
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6.4 Correction et complétude du système

Dans cette partie, nous prouv ons la correction et la complétude du sys-

tème formel prop osé vis à vis d'un calcul des séquen ts enric hi d'une notion

d'égalité.

6.4.1 Logique in tuit i onni st e vs classique

A v an t de prouv er la correction et la complétude de notre système, il

faut c hoisir un système de référence. La question se p ose alors de c hoisir

en tre un système en logique in tuitionniste ou classique. Mais il se trouv e en

fait que p our la classe de form ules que nous considérons si une form ule est

prouv able dans le calcul des séquen ts classique alors elle est prouv able dans

le calcul des séquen ts in tuitionniste. Ce résultat a été prouv é plusieurs fois

[BC04b , Neg03 ], nous mon trons ici que l'on p eut se ramener facilemen t à un

résultat de Gopalan Nadath ur [ Nad00 ] au mo y en du lemme de p erm utation

des règles de Kleene [ Kle52 ].

Dans cette partie nous notons ` LJ la prouv abilité dans la calcul des sé-

quen ts in tuitionniste et ` LK dans le calcul des séquen ts classique

3

. Puisque

ces deux notions coïnciden t, p our la classe de form ules considérée, nous omet-

trons de distinguer les deux dans les parties suiv an tes.

Lemme 1 (Kleene) . Si � ` LK A; � alors on p eut c onstruir e des pr euves des

sé quents suivants :

� si A est de la forme P ) Q alors � ; P ` LK Q; �
� si A est de la forme 8x P alors � ` LK [c=x]P; � ave c c une variable

fr aîche.

Pr euve: L a pr euve de c e lemme �gur e dans [ Kle52 ] et sous une forme

génér alisé e à la dé duction mo dulo dans [ Her05 ].

Théorème 9 (Nadath ur) .

Considér ons les classes suivantes de H et G-formules, en supp osant que A
r epr ésente des formules atomiques.

G ::= >j ? j AjG ^ GjG _ Gj9xG

H ::= >j ? j AjG ) H jH ^ H jH _ H j9xH j8xH

Si � est un multi-ensemble c omp osé de H-formules, et F est une G-formule

alors

� ` LK F () � ` LJ F

Pr euve: V oir [Nad00 ], Thé or ème 6.

3

Notons que en réalité nous adoptons une présen tation du t yp e G3 , le traitemen t des

règles structurelles n'étan t pas notre prop os.
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Théorème 10. Si D1; : : : ; Dn et G sont dans D alors

D1; : : : ; Dn ` LK G () D1; : : : ; Dn ` LJ G

Pr euve:

L'implic ation de dr oite à gauche est toujours vr aie.

Il su�t donc de pr ouver que D1; : : : ; Dn ` LK G ) D1; : : : ; Dn ` LJ G .

Supp osons que D1; : : : ; Dn ` LK G .

Comme G 2 D , G est de la forme :

8 u
^

i

H i )
_

i

9 ei

^

j

Ci j

Où les H i et Ci j sont des pr é dic ats d'arité deux.

D'apr ès le lemme de Kle ene appliqué à 8 et ) , on p eut c onstruir e une pr euve

de :

D1; : : : ; Dn ; [c=u]
^

i

H i ` LK [c=u]
_

i

9 ei

^

j

Ci j

où c sont des variables fr aîches.

D'apr ès le thé or ème de Nadathur, on a aussi :

D1; : : : ; Dn ; [c=u]
^

i

H i ` LJ [c=u]
_

i

9 ei

^

j

Ci j

Et p ar applic ations suc c essive s des r è gles 8R et ) R , on a D1; : : : ; Dn ; ` LJ G .

6.4.2 Calcul considéré

Nous dé�nissons ici le système formel qui nous sert de référence p our

les preuv es de correction et de complétude en se basan t sur le calcul des

séquen ts. La classe de form ules considérée D ne con tien t pas de négation,

nous omettons donc les règles asso ciées. De plus notre système p ermet de

manipuler l'égalité de manière primitiv e, nous ra joutons donc aussi les règles

analogues dans le calcul des séquen ts. Le système obten u est donné sur le

tableau 6.1 . Nous notons ` = la prouv abilité dans ce calcul, ` la prouv a-

bilité dans ce calcul sans utiliser les règles E1 , E2 , = R . En�n nous notons

` D la prouv abilité dans le calcul diagrammat i que dé�ni en 6.3.1 .

6.4.3 Correction

Dans cette partie nous prouv ons la correction du système prop osé. La

correction ne p ose pas de problème puisque c hacune des règles d'inférence

diagrammat i que s corresp onden t en fait à une suite de règles dans le calcul

des séquen ts. Seule la règle de substitute fait exception. Elle nécessite le

lemme suiv an t :
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T ab. 6.1 � Calcul des séquen ts classique sans négation

axiome � ; A ` � ; A

� ` A; � � ; B ` �) L
� ; A ) B ` �

� ; A ` B; �) R
� ` A ) B; �

� ; A; B ` �
^ L � ; A ^ B ` �

� ` � ; A � ` � ; B
^ R � ` � ; A ^ B

� ; A ` � � ; B ` �
_L � ; A _ B ` �

� ` A; B; �
_R � ` A _ B; �

� ; 8xB; B [x  t] ` �
8L � ; 8xB ` �

� ` B [x  c]; �
8R � ` 8 xB; �

� ; B [x  c] ` �
9L � ; 9xB ` �

� ` 9 xB; B [x  t]; �
9R � ` 9 xB; �

= R
� ` s = s; �

� ; s = t ` [s=x]�
E1 � ; s = t ` [t=x]�

� ; s = t ` [t=x]�
E2 � ; s = t ` [s=x]�

dans 9L , c n'apparaît pas libre dans 9x B; � ; �
dans 8R , c n'apparaît pas libre dans 8x B; � ; �
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Lemme 2. L es r è gles de substitution génér alisé e

[s=x]� ; s = t ` [s=x]�
GE1 [t=x]� ; s = t ` [t=x]�

[t=x]� ; s = t ` [t=x]�
GE2 [s=x]� ; s = t ` [s=x]�

sont admissibles.

Pr euve: Par induction sur la structur e des dérivations.

Théorème 11 (Correction) .

Si D1; : : : ; Dn ; F ` D G alors JD1K; : : : ; JDnK; JF K` = G .

Pr euve: Par induction sur la structur e de la pr euve et p ar c as sur la r è gle

utilisé e :

intros Par applic ation des r è gles 8R , ) R , ^ L .

apply Par applic ation des r è gles 8L , ) L puis ^ R , ^ L , axiome d'une p art et

_L , 9L , ^ L , axiome d'autr e p art.

conclusion Par applic ation des r è gles _R , 9R , ^ R , ^ L , axiome.

substitute Par applic ation de GE1 et GE2 .

reflexivity Par applic ation de = R .

cut L a r è gle de c oupur e du c alcul des sé quents étant admissible, el le a été

omis de notr e pr ésentation, nous l'utilisons ici.

6.4.4 Complétude

Il est p ossible de séparer complèteme n t le raisonnemen t à prop os de l'éga-

lité du reste de la preuv e. Grâce à cette p ossibilité nous p ouv ons réutiliser

des résultats conn us à prop os du raisonnemen t sans égalité. P our la com-

plétude du système sans égalité nous nous ramenons à un résultat de Marc

Bezem et Thierry Co quand. Bien que dév elopp ées séparemen t et dans un

but di�éren t

4

, nos règles d'inférence corresp onden t précisemen t à la dé�ni-

tion 6.1 de [ BC04b ]. Notons que le calcul des séquen ts que nous utilisons ici

n'est pas dé�ni de la même manière que dans [ BC04b ] (par exemple la règle

du _ m ultiplicati v e), mais puisqu'ils son t équiv alen ts, nous ne les distingue-

rons pas. Nous étendons ensuite le résultat p our obtenir la complétude du

système complet.

Système sans égalité

Théorème 12 (Complétude partielle) .

Si D1; : : : ; Dn ; F et G sont dans D et D1; : : : ; Dn ; F ` G alors il existe des

diagr ammes D 0
1 ,. . . , D 0

n , F 0
et G0

tels que :

4

Marc Bezem et Thierry Co quand s'in téressen t à l' automat isa t ion de la géométrie

cohéren te.
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JD 0
1K= D1 ,. . . , JD 0

nK= Dn , JF 0K= F et JG0K= G et

D 0
1; : : : ; D 0

n ; F 0 ` D G0

Pr euve: Comme G est dans D , G est de la forme 8u; C ) D . Donc

d'apr ès le lemme de Kle ene, on p eut c onstruir e une pr euve de

D1; : : : ; Dn ; F; [c=u]C ` D:

D'apr ès le thé or ème 6.2 de [ BC04b ] ave c p our tout X , X 0
étant n 'imp orte

quel diagr amme tel que JX 0K= X , on a

D 0
1; : : : ; D 0

n ; F 0; [c=u]C0 ` D D 0:

(L e c as de b ase de la dé�nition 6.1 de [ BC04b ] c orr esp ond à notr e r è gle

conclusion et le c as d'induction c orr esp ond à notr e r è gle apply .)

Gr âc e à la r è gle intros nous p ouvons en c onclur e que :

D 0
1; : : : ; D 0

n ; F 0 ` D G0

T raitemen t de l'égalité

Dans cette partie nous mon trons la complétude du système a v ec égalité.

A�n d'utiliser le résultat de complétude partielle du système sans égalité

nous utilisons le fait que le raisonnemen t lié à l'égalité p eut-être rep oussé

sur les feuilles de l'arbre de dériv ation. En d'autres termes si � ` = � alors

� ` j= � , le système ` j= étan t dé�ni sur le tableau 6.2 . Le système ` j=
corresp ond au système ` = où l'on a supprimé les règles concernan t l'égalité,

et remplacé la règle axiome par un mini système a v ec les règles concernan t

l'égalité.

Lemme 3. � ` = � () � ` j= �

Pr euve: V oir [ Pfe04 ].

Lemme 4. Si � ` j= � alors il existe � 0
un multi ensemble de formules qui

app artiennent à la lo gique c ohér ente tel que � 0; � ` � et p our tout X dans

� 0
il existe X 0

tel que JX 0K= X et ` D X 0
.

Pr euve: Soient � i et � i r esp e ctiveme nt les hyp othèses et c onclusions des

pr émisses des r è gles e q-axiome.

On dé�nit � 0
c omme l'union des :

� 0
i ) � 0

i

où � 0
i est la c onjonction des atomes de � i et � 0

i la disjonction des formules

de � i . Notons que c omme la r è gle axiome= est r estr einte aux atomes, les
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axiome= � ; A ` Ax = A
= R

� ` Ax = x = x
� ; s = t ` Ax = [s=x]�

E1 � ; s = t ` Ax = [t=x]�
� ; s = t ` Ax = [t=x]�

E2 � ; s = t ` Ax = [s=x]�
� ` Ax = �

eq-axiome

� ` j= �

� ` j= A; � � ; B ` j= �
) L

� ; A ) B ` j= �

� ; A ` j= B; �
) R

� ` j= A ) B; �

� ; A; B ` j= �
^ L � ; A ^ B ` j= �

� ` j= � ; A � ` j= � ; B
^ R � ` j= � ; A ^ B

� ; A ` j= � � ; B ` j= �
_L � ; A _ B ` j= �

� ` j= A; B; �
_R � ` j= A _ B; �

� ; 8xB; B [x  t] ` j= �
8L � ; 8xB ` j= �

� ` j= B [x  c]; �
8R � ` j= 8xB; �

� ; B [x  c] ` j= �
9L � ; 9xB ` j= �

� ` j= 9xB; B [x  t]; �
9R � ` j= 9xB; �

dans 9L , c n'apparaît pas libre dans 9x B; � ; �
dans 8R , c n'apparaît pas libre dans 8x B; � ; �

dans axiome= , A est un atome

T ab. 6.2 � Le système ` j= .
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éléments de � i sont des atomes. L es éléments de � 0
app artiennent donc à

l'ensemble des formules r epr ésentable s p ar un diagr amme.

On obtient le r ésultat p our la r è gle axiome= gr âc e aux r è gles intros , apply

et conclusion . Pour les autr es r è gles ( E1 , E2 et = R ) on utilise substitute

et reflexivity .

Théorème 13 (Complétude ) .

Si D1; : : : ; Dn ; F ` = G alors il existe des diagr ammes D 0
1 ,. . . , D 0

n , F 0
et G0

tels que :

JD 0
1K= D1 ,. . . , JD 0

nK= Dn , JF 0K= F et JG0K= G et

D 0
1; : : : ; D 0

n ; F 0 ` D G0

Pr euve: Supp osons que D1; : : : ; Dn ; F ` = G alors d'apr ès le lemme 3 on

sait que D1; : : : ; Dn ; F ` j= G .

D'apr ès le lemme 4 il existe � tel que � ; D1; : : : ; Dn ; F ` G et p our tout X
dans � il existe un diagr amme X 0

tel que JX 0K= X et ` D X 0
.

D'apr ès la c omplétude du système sans é galité, on p eut en dé duir e qu'il existe

� 0
, D 0

1 , . . . , D 0
n et G0

tels que

� 0; D 0
1; : : : ; D 0

n ; F 0 ` D G0

c omme les diagr ammes de � 0
sont pr ouvable s dans le c ontexte vide, en utili-

sant la r è gle cut on a

D 0
1; : : : ; D 0

n ; F 0 ` D G0
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6.5 Extension aux preuv es par induction

Dans cette partie nous étendons notre calcul a v ec des règles p ermettan t

de faire des preuv es par induction. Nous considérons l'induction sur la lon-

gueur des dériv ations et l'induction bien fondée.

6.5.1 L'induction classique

La règle d'induction sur la longueur d'une dériv ation

��! est la suiv an te :

Si on v eut prouv er 8xy; P (x; y) a v ec x ��! y il su�t de mon trer P(x; x ) et

P(x; y) sous l'h yp othèse qu'il existe y0
tel que x �! y0 ��! y et P(y0; y) est

vrai. La règle traditionnel l e sur laquelle on s'appuie est la suiv an te :

8xy x = y ) P(x; y) 8xy0y x �! y0 ��! y ^ P(y0; y) ) P(x; y)
ind �

8xy x ��! y ) P(x; y)

Diagrammati que m e n t , on utilise la règle suiv an te :

Soit G un diagramme a v ec deux sommets univ ersels x et y tels que x ��! y .

Soit G= le même diagramme où d'une part les sommets x et y on t été rem-

placés par des sommets libres étiquettés par des v ariables fraîc hes et d'autre

part l'arête x ��! y a été remplacée par x = y .

Soit Gind le diagramme G où d'une part le sommet étiquetté par x est main-

tenan t étiquetté par y0
et d'autre part y0

et y son t libres.

Soit GH , le diagramme factuel x �! y0 ��! y .

Soit G+ , le diagramme G où x et y son t libres.

Alors on a :

� ` G= � ; Gind ; GH ` G+ind � � ` G

Exemple.

��! est tr ansitive.

Pr euve:

` x � //
�

88OT Z _ d j oy � //z

Cas 1 :

` x = //
�

88OT Z _ d j o
y � //z

p ar la r è gle intros

x = //y � //z ` x � //z

p ar substitute

x � //z ` x � //z
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L a r è gle conclusion p ermet de c onclur e c e c as.

Cas 2 :

x //y0 � //y ; y0 � //
�

88OT Z _ d j o
y � //z ` x � //

�
88OT Z _ d j o

y � //z

p ar intros

x

�
&&//y0 � //y � //z ; y0 � //

�
88OT Z _ d j o

y � //z ` x � //z

p ar apply

x

�
&&//y0 � //
�

88y � //z ; y0 � //
�

88OT Z _ d j o
y � //z ` x � //z

p ar apply utilisé e ave c la dé�nition de

��!

x

�
&&//

�

;;y0 � //
�

88y � //z ; y0 � //
�

88OT Z _ d j o
y � //z ` x � //z

L a r è gle conclusion p ermet de c onclur e c e c as.

6.5.2 L'induction bien fondée

Dans cette partie nous a joutons une règle p our p ouv oir réaliser l'induc-

tion bien fondée. La règle d'induction dit que si une relation �! termine

alors p our prouv er que 8x P (x) il est su�san t de mon trer que P(x) est vrai

en admettan t que P(y) est vrai p our n'imp orte quel y tel que x +�! y .

F ormellemen t :

8x (8y x +�! y ) P(y)) ) P(x)
8x P (x)

si �! termine

Nous p ouv ons formaliser cette règle d'inférence diagrammat i que m e n t de la

manière suiv an te :

Considérons un diagramme G , s'il con tien t au moins un sommet quan ti�é

univ ersellemen t et que nous sa v ons qu'une réduction �! termine alors nous

p ouv ons utiliser la règle d'induction bien fondée. La règle d'induction com-

p orte deux argumen ts : le premier est la relation qui termine et le second

est l'un des sommets univ ersellemen t quan ti�és du but (app elons le x ). L'ef-

fet de la règle d'induction est de ra jouter un diagramme corresp ondan t à

l'h yp othèse d'induction H i dans les h yp othèses et de c hanger le but en un

diagramme G0
. Le diagramme d'h yp othèse d'induction H i est comp osé de G

où x a été renommé par un sym b ole frais y et enric hi d'une nouv elle �èc he :
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x +�! y .

Le diagramme G0
est exactemen t G excepté que le statut de x est main tenan t

F .

D1; : : : ; Dn ; H i ` G0

wf induction

D1; : : : ; Dn ; F ` G

Nous étendons les h yp othèses p ossibles a v ec un nouv eau t yp e d'h yp othèse

sp écial qui exprime le fait qu'une relation termine.

Exemple (Lemme de Newman) .

Une r elation qui termine est c on�uente si el le est lo c alement c on�uente.

�! termine ^

x

••••
••

••
•

��??
??

??
??

y
�

��>
>

>
> z

�

••�
�

�
�

t

)

x
�

••••
••

••
•

�

��??
??

??
??

y
�

��>
>

>
> z

�

••�
�

�
�

t

Preuv e traditionnelle (Gér ar d Huet [Hue80 ])

Nous devons montr er que 8xyz; x ��! y ^ x ��! z ) 9 t; y ��! t ^ z ��! t .

Pr ouvons le thé or ème p ar induction bien fondé e en utilisant le fait que �!
termine et le pr é dic at P(x) = 8yz; x ��! y ^ x ��! z ) 9 t; y ��! t ^ z ��! t .

Si x = y le thé or ème est véri�é p ar c e que x ��! z et z ��! z .

Si x = z le thé or ème est véri�é p ar c e que x ��! y et y ��! y .

Sinon x 6= y et x 6= z alors il existe y0
et z0

tels que x �! y0 ��! y et

x �! z0 ��! z .

Par c on�uenc e lo c ale nous savons qu'il existe t tel que y0 ��! t et z0 ��! t .

D'apr ès l'hyp othèse d'induction et le fait que x +�! y0
nous savons qu'il existe

u tel que y ��! u et t ��! u .

D'apr ès l'hyp othèse d'induction et le fait que x +�! z0
nous savons qu'il existe

v tel que u ��! v et z ��! v .

De y ��! u et u ��! v nous dé duisons que y ��! v .

Preuv e diagrammatique

Pour la clarté de la pr ésentation nous omettons les diagr ammes c onc er-

nant les dé�nitions de

+�! et

��! . Nous admettons que le c ontexte c ontient

aussi les diagr ammes c onc ernant la tr ansitivité de

��! .

L'énonc é est le suivant :
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�! termine;

x
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p ar induction sur �!
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x
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y
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•
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en utilisant la r è gle intros :

�! termine; CL; HI; y x�oo � //z ` y � //___ t z�oo_ _ _

p ar distinction de c as sur x ��! y

Cas 1

�! termine; CL; HI; y x=oo � //z ` y � //___ t z�oo_ _ _

p ar substitute

�! termine; CL; HI; x � //z ` x � //___ t z�oo_ _ _

p ar apply en utilisant la dé�nition de

��!

�! termine; CL; HI; x � //z ; z � //z ` x � //z z�oo

L a r è gle conclusion p ermet de c onclur e.

Cas 2

�! termine; CL; HI; y y0�oo xoo //z ` y � //___ t z�oo_ _ _

Par distinction de c as sur x ��! z

Cas 2.1 est similair e au c as 1

Cas 2.2



138 Chapitre 6. Preuv es diagrammati que s p our la réécriture

Pour la �n de la pr euve nous r epr ésentons seulement l'hyp othèse fac-

tuel le :

x
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+�! p ar hyp othèse d'induction
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p ar dé�nition de

+�! et p ar hyp othèse d'induction

tr ansitivité de

��!
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x
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p ar tr ansitivité de

��!

Notons qu'il y a une pr euve dont le diagr amme �nal est symétrique. Mais

c ette pr euve utilise tr ois fois l'hyp othèse d'induction (noté e HI sur le dia-

gr amme).
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6.6 Implan tation en Co q

Le système formel que nous a v ons présen té p eut être implan té et utilisé ef-

fectiv emen t p our faire des démonstrations au mo y en d'un assistan t de preuv e.

Dans un premier temps nous décriv ons l'implan tati o n que nous a v ons réalisée

en Co q au mo y en du langage de tactiques app elé L tac [Del01 , Del00 , Co q04 ].

Nous v errons que le système prop osé p ermet d'obtenir des preuv es formelles

concises car les preuv es obten ues suiv en t précisémen t la construction du dia-

gramme.

6.6.1 Règles d'inférence

Nous ne détaillons que l'implan tati o n de la règle apply , les autres règles

p euv en t être traduites directemen t en Co q

5

.

P our construire la tactique corresp ondan t à la règle apply , nous dé�-

nissons d'ab ord une tactique qui est capable de trouv er la conclusion d'une

h yp othèse

6

:

Ltac conclusion_aux t :=

match t with

| ?P1 -> ?P2 => conclusion_aux P2

| _ => t

end.

En�n nous exprimons la règle apply de la manière suiv an te, nous prou-

v ons que la conclusion du diagramme univ ersel est vraie grâce à la tactique

auto de apply decompose . Puis on décomp ose cette nouv elle connaissance

grâce aux règles _ , ^ et 9 gauc hes en utilisan t la tactique decompose .

Ltac decompose_and_clear id :=

progress (decompose [or and ex] id);clear id.

Ltac apply_decompose H :=

let t := type of H in

let conc := conclusion_aux t in

let id:= fresh in

(assert (id:conc);[auto|try decompose_and_clear id]).

Ltac apply_diagram H :=

let id:=fresh in

(assert (id:=H);apply_decompose id;clear id);

unfold_all.

5

A tten tion, dans notre implan tation les tactiques son t souv en t capables de faire plus

que les règles d'inférence qu'elles implan ten t. Nous supp osons donc implicitemen t que les

tactiques son t utilisées à b on escien t.

6

Nous supp osons que les h yp othèses son t curry�ées
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Exemple

Nous reprenons l'exemple du lemme de Newman mais cette fois ci en

Co q.

Theorem newman :

local_confluence S R -> noetherian S R -> confluence S R.

Proof.

intros.

(* induction *)

assert (ind:=H0 (confluence_in S R));clear H0.

unfold confluence.

apply ind;clear ind.

unfold confluence_in.

start.

rename y into x.

rename y0 into y.

(* First degenerated case *)

apply_diagram (Rstar_cases x y).

substitute y.

apply_diagram (Rstar_cont_eq S R z).

conclusion.

(* Second degenerated case *)

apply_diagram (Rstar_cases x z).

substitute z.

apply_diagram (Rstar_cont_eq S R y).

conclusion.

(* General case *)

start.

apply_diagram (H x x0 x1).

apply_diagram (H0 x0);apply_diagram (H4 y x2).

apply_diagram (Rstar_transitivity x1 x2 x3).

apply_diagram (H0 x1);apply_diagram (H12 x3 z).

apply_diagram (Rstar_transitivity y x3 x4).

conclusion.

Qed.

6.6.2 Règles impl i c i t es

Comme le lecteur l'a p eut-être déjà remarqué les preuv es diagramma-

tiques dans notre système formel ressem blen t fort à la preuv e informelle
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mais elles con tiennen t certaines étap es de preuv e qui ne �guren t pas dans

la preuv e informelle. Dans la preuv e informelle certaines propriétés resten t

en e�et implicites, par exemple la transitivité de l'égalité ou le fait qu'une

relation est con ten ue dans sa clôture transitiv e.

Nous sortons un instan t du cadre formel que nous a v ons prop osé et pré-

sen tons commen t rendre ces propriétés implicites aussi dans l'implan tati o n

Co q.

Les propriétés que nous c hoisissons comme implicites son t les suiv an tes :

�

��! est transitiv e,

�

+�! est transitiv e,

�

��! est ré�exiv e,

�

��! con tien t �! ,

�

+�! con tien t �! .

Nous a joutons ces propriétés à ce qui est app elé en Co q une base de

�Hin ts� . Puis nous dé�nissons des v arian tes des tactiques décrites précé-

demmen t. Ces nouv elles tactiques p ermetten t de tra v ailler sans préciser les

étap es que l'on a dé�nies comme implicites.

Ltac Rconclusion :=

eauto with Rules.

Ltac Rapply_diagram H :=

apply_diagram H;[idtac|eauto with Rules].

L'utilisation de ces tactiques p ermet par exemple d'automatiser trois

étap es dans la preuv e que nous a v ons présen tée ci-dessus. On obtien t alors

une preuv e qui corresp ond au diagramme habituel p our la preuv e du lemme

de Newman, à sa v oir :
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L'ensem ble du dév elopp emen t est disp onible en ligne à l'adresse suiv an te :

http://www.lix.polytechnique.fr/Labo/Julie n. N ar bo u x/ R ew r it i ng /r e wr i ti n g. ht m l .

http://www.lix.polytechnique.fr/Labo/Julien.Narboux/Rewriting/rewriting.html
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6.7 Quelques preuv es diagrammatiques.

Dans cette partie nous donnons à titre d'exemple quelques preuv es dia-

grammatiques de propriétés usuelles.

6.7.1 Propriétés de con�uence

Lemme 5. L a semi-c on�uenc e implique la c on�uenc e.
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Pr euve:
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Par la r è gle ind �

Cas 1 :
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p ar la r è gle intros

x

••••
••

••
•

�

��??
??

??
??

y
�

��>
>

>
> z

�

••�
�

�
�

t

; x
=

••••
••

••
•

�

��??
??

??
??

y z

` x
�

��>
>

>
> z

�

���
�

�
�

t



144 Chapitre 6. Preuv es diagrammati que s p our la réécriture

p ar la r è gle apply appliqué e à la dé�nition de
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p ar la r è gle apply appliqué e aves la tr ansitivité de

��!

x

••••
••

••
•

�

��??
??

??
??

y
�

��>
>

>
> z

�

••�
�

�
�

t

; y0

�

����
��

��
�� �

��<<
<<

<<
<<

y

�

��>
>

>
> z

�

••�
�

�
�

t

; x

��

� //z

�

��

�

��
y0

�
��

� //u

�
��

y � //t

` y

�

��<
<

<
< z

�

���
�

�
�

t

Lemme 6. L a c on�uenc e forte implique la semi c on�uenc e.
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Cas 2 :
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Théorème 14. L a c on�uenc e forte implique la c on�uenc e.
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Pr euve: Par applic ation des lemmes pr é c é dents.
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6.8 Conclusion et p ersp ectiv es

Nous a v ons prop osé un système formel diagr ammatique correct et com-

plet p our la logique cohéren te restrein te aux prédicats d'arité deux mais

étendu a v ec des dé�nitions inductiv es. Celui-ci p ermet de justi�er formelle-

men t le genre de raisonnemen t diagrammat i que utilisé dans le cadre de la

réécriture abstraite.

Nous en visageons plusieurs extensions. Certaines théories géométriques p eu-

v en t être axiomatisées par des form ules de la logique cohéren te (la géométrie

pro jectiv e par exemple). Il serait in terressan t d'étudier les représen tations

diagrammat i que s p ossibles des preuv es dans ces théories. Nous en visageons

aussi de nous in téresser à la théorie des catégories, don t la littérature com-

p orte de nom breux diagrammes. Ces m ultiples extensions p ossibles suggèren t

que la géométrie cohéren te est bien adaptée au raisonnemen t diagramma-

tique. Il serait donc in téressan t de prendre le p oin t de vue in v erse et de

s'in téresser à la plus grande classe de form ules p our laquelle il existe un sys-

tème complet p ermettan t le raisonnemen t diagrammat i que . Nous discutons

de ce problème plus en détails dans le c hapitre � P ersp ectiv es � .



Perspectives

Nous év o quons dans cette partie trois directions dans lesquelles notre tra-

v ail p eut être étendu. Nous discutons d'ab ord de deux applications en visagées

puis de la généralisation p ossible de nos résultats à prop os du raisonnemen t

diagrammati que .

Preuv e de programmes en algorithmique géométrique

L'une des applications p ossibles des dév elopp emen t s réalisés dans cette

thèse réside dans la preuv e de programmes en algorithmique géométrique.

Comme la plupart des algorithmes géométriques résolv en t des problèmes

énoncés dans une géométrie or donné e la métho de des aires ne p eut pas être

utilisée telle qu'elle. A�n de p ouv oir résoudre des problèmes dans une géomé-

trie ordonnée, nous en visageons de suivre l'idée de Judit Robu qui consiste

à utiliser le pro cessus d'éliminatio n des p oin ts de la métho de des aires p our

simpli�er le but a v an t de le résoudre a v ec la métho de de décomp osition al-

gébrique cylindrique réalisée par Assia Mah b oubi. L'implan ta t i o n de cette

métho de dans l'assistan t de preuv e Co q nécessite un tra v ail conséquen t a�n

de mettre en place les mécanismes qui p ermettron t de passer facilemen t d'une

représen tation algébrique à une représen tation géométrique et vice v ersa. En

e�et, quand c'est p ossible, nous souhaitons garder une représen tation géo-

métrique puisqu'elle p ermet de réaliser des dév elopp emen t s mo dulaires. P ar

exemple les résultats que nous a v ons prouv és qui n'utilisen t pas l'axiome

d'Euclide p ourron t être réutilisés dans un futur dév elopp emen t à prop os des

géométries non euclidienne s.
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Co q et l'enseignemen t

Notre exp érience p ersonnelle nous a mon tré que l'utilisation d'un assis-

tan t de preuv e p ermet de mieux comprendre ce qu'est une preuv e. Au lycée,

la géométrie est le domaine qui p ermet aux élév es de découvrir la notion

de démonstr ation . Notre but est donc de fournir un en vironnemen t qui p er-

mette l'utilisation d'un assistan t de preuv e dans une classe. Nous p ensons

que Ge oPr o of représen te une a v ancée dans cette direction. Mais il reste du

c hemin à parcourir a v an t d'obtenir un système qui rép ond aux con train tes

liées à une utilisation dans un cadre p édagogique.

V oici quelques unes des amélioratio n s nécessaires :

� réduire au maxim um le temps d'appren tissage du logiciel en en amé-

lioran t l'ergonomie .

� automatiser la preuv e de certains sous buts, en particulier les cas dé-

générés.

� p ouv oir faire v arier la puissance du système et les théorèmes disp o-

nibles en fonction du programme du niv eau considéré.

Raisonnemen t diagrammatique

La formalisation que nous a v ons réalisée du raisonnemen t diagramma-

tique en réécriture abstraite nous a p ermis de dégager deux comp osan tes

essen tielles d'un raisonnemen t diagrammati que .

La première réside dans le fait que l'on doit p ouv oir visualiser facilemen t les

form ules manipulées par une syntaxe qui mime la sémantique . P ar exemple

la notation p our la clôture symétrique est symétrique.

La seconde comp osan te essen tielle réside dans le fait que p our la classe de

form ules manipulée, il faut que les preuv es puissen t être réalisées selon un

sc héma bien particulier

7

: on part des h yp othèses et on complète le dia-

gramme au fur et à mesure de la preuv e jusqu'à obtenir une instance du

but désiré. Une propriété imp ortan te de ce sc héma réside dans le fait que le

but ne c hange pas p endan t la preuv e et p eut donc rester implicite dans la

représen tation graphique. Nous p ensons que ce sc héma de raisonnemen t est

bien adapté au raisonnemen t diagrammati que , et qu'il serait in téressan t de

rec herc her quelle est la plus grande classe de form ules p our laquelle il existe

un système de preuv e complet suiv an t ce sc héma.

Nous a v ons réalisé une formalisation du raisonnemen t diagrammat i que

dans le cadre de la réécriture abstraite. Il est assez naturel de v ouloir étendre

ce tra v ail aux autres preuv es diagrammat i que s qui apparaissen t dans la lit-

térature, par exemple celles à prop os de la théorie des catégories. Dans ce

cadre, la séman tique d'un diagramme consisterait en la conjonction de c ha-

cune des propriétés de comm utation des cellules qui formen t le diagramme.

7

Nous nous plaçons ici dans le cas d'une preuv e sans induction.
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Il serait aussi in téressan t d'étudier la conception d'un système de raisonne-

men t diagrammat i que dans le cadre de la géométrie. Dans un premier temps

on p ourra s'in téresser à la géométrie pro jectiv e, car comme ses axiomes ap-

partiennen t à la géométrie cohéren te, les règles d'inférence p ourron t être

réutilisées. En rev anc he, il faudra s'in téresser au problème de la représen ta-

tion graphique des énoncés manipulés. La géométrie euclidienne quan t à elle

représen te un plus grand c hallenge, car il faut s'attaquer au problème de la

représen tation de la négation puisque celle-ci est présen te dans les conditions

de non-dégénér e sce n c e .





Annexe A

Tous les triangles sont-ils

isocèles ?

Cette page explique la faille qui �gure dans la � preuv e � donnée en

in tro duction (v oir page 3 ) que tous les triangles son t iso cèles. Cet exemple

très conn u de raisonnemen t non v alide est dû à W. W. Rouse Ball.

L'explication est en fait très simple, les deux �gures fournies son t fausses

et induisen t le lecteur en erreur ! La droite (AI ) n'est pas exactemen t la

bissectrice de l'angle \ BAC , v oici une �gure correcte. L'argumen t d'addition

des longueurs des segmen ts n'est pas v alide car il faudrait que G et H soien t

tous les deux à l'extérieur ou tous les deux à l'in térieur du triangle ABC .

b

A

b
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b
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b
I

b
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Annexe B

La géométrie de T arski

Cette annexe con tien t le détail des énoncés prouv és concernan t la forma-

lisation des h uit premiers c hapitres de [ SST83 ]. P our de plus amples infor-

mations v oir le c hapitre 2 page 29 . Ces pages son t générées automatiqueme n t

à partir du dév elopp emen t Co q, les commen taire s son t donc en anglais.

B.1 Axiomes

W e use the axioms used in the b o ok of Sc h w abäuser, Szmielew and T arski.

W e assume that w e ha v e a set of p oin ts. This axiomatic is based only on

p oin ts, lines are implicit.

P a rameter Point : Set .

T arski's axiomatic is based on t w o predicates o v er p oin ts, one ternary and

one quaternary .

Cong A B C D informally means that the distance AB is equal to the distance

CD.

P a rameter Cong : Point ! Point ! Point ! Point ! Pr op .

Bet A B C, informally means that : A, B and C are on the same line B

is b et w een A and C. Note that they are not necessarily distinct. This is

the di�erence b et w een the Bet w een predicate of T arski and the Bet w eenH

prdicate of Hilb ert

P a rameter Bet : Point ! Point ! Point ! Pr op .

De�nition Col ( A B C : Point ) : Pr op :=

Bet A B C _ Bet B C A _ Bet C A B .

Iden tit y axiom for b et w eenness.
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Axiom b etwe en identity : 8 A B , Bet A B A ! A = B .

Re�exivit y axiom for equidistance.

Axiom c ong pseudo r e�exivity : 8 A B : Point , Cong A B B A .

Iden tit y axiom for equidistance.

Axiom c ong identity : 8 A B C : Point , Cong A B C C ! A = B .

T ransitivit y axiom for equidistance.

Axiom c ong inner tr ansitivity : 8 A B C D E F : Point ,

Cong A B C D ! Cong A B E F ! Cong C D E F .

P asc h Axiom (Inner form).

Axiom inner p asch : 8 A B C P Q : Point ,

Bet A P C ! Bet B Q C !
9 x , Bet P x B ^ Bet Q x A .

Euclid Axiom.

Axiom euclid : 8 A B C D T : Point ,

Bet A D T ! Bet B D C ! A 6= D !
9 x , 9 y ,

Bet A B x ^ Bet A C y ^ Bet x T y .

Fiv e segmen ts axiom.

Axiom �ve se gments : 8 A A' B B' C C' D D' : Point ,

Cong A B A' B' !
Cong B C B' C' !
Cong A D A' D' !
Cong B D B' D' !
Bet A B C ! Bet A' B' C' ! A 6= B ! Cong C D C' D' .

Axiom of segmen t construction.

Axiom se gment c onstruction : 8 A B C D : Point ,

9 E : Point , Bet A B E ^ Cong B E C D .

Lo w er dimension axiom (2).

Axiom lower dim :

9 A , 9 B , 9 C , : Col A B C .

Upp er dimension axiom (2).

Axiom upp er dim : 8 A B C P Q : Point ,

P 6= Q ! Cong A P A Q ! Cong B P B Q ! Cong C P C Q !
Col A B C .

Con tin uit y axioms.
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Axiom c ontinuity :

8 X Y : Point ! Pr op ,

( 9 A : Point , ( 8 x y : Point , X x ! Y y ! Bet A x y )) !
9 B : Point , ( 8 x y : Point , X x ! Y y ! Bet x B y ).

W e use classical logic, to emphasize the fact that it is mainly for the decida-

bilit y of p oin t equalit y w e use the follo wing lemma

Lemma e q de c p oints : 8 A B : Point , A = B _ : A = B .

B.2 Propriétés de Cong

Some basic prop erties ab out Cong.

Lemma c ong r e�exivity : 8 A B : Point , Cong A B A B .

Lemma c ong symmetry : 8 A B C D : Point , Cong A B C D ! Cong C D

A B .

Lemma c ong tr ansitivity :

8 A B C D E F : Point , Cong A B C D ! Cong C D E F ! Cong A

B E F .

Lemma c ong left c ommutativity : 8 A B C D ,

Cong A B C D ! Cong B A C D .

Lemma c ong right c ommutativity : 8 A B C D ,

Cong A B C D ! Cong A B D C .

Lemma c ong trivial identity : 8 A B : Point , Cong A A B B .

Lemma c ong r everse identity : 8 A C D , Cong A A C D ! C = D .

Lemma c ong c ommutativity : 8 A B C D , Cong A B C D ! Cong B A D

C .

(Outer) Fiv e segmen ts con�guratio n .

De�nition OFSC := fun A B C D A' B' C' D' )
Bet A B C ^ Bet A' B' C' ^
Cong A B A' B' ^ Cong B C B' C' ^
Cong A D A' D' ^ Cong B D B' D' .

Lemma �ve se gments with def : 8 A B C D A' B' C' D' ,

OFSC A B C D A' B' C' D' ! A 6= B ! Cong C D C' D' .
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Lemma l2 11 :

8 A B C A' B' C' ,

Bet A B C ! Bet A' B' C' !
Cong A B A' B' ! Cong B C B' C' ! Cong A C A' C' .

Unicit y of segmen t construction.

Lemma c onstruction unicity : 8 Q A B C x y ,

�( Q = A ) !
Bet Q A x ! Cong A x B C !
Bet Q A y ! Cong A y B C !
x = y .

B.3 Propriétés de Bet

Axiom 12 of Giv an t.

Lemma b e etwe e n trivial : 8 A B : Point , Bet A B B .

Axiom 14 of Giv an t.

Lemma b etwe en symmetry : 8 A B C : Point ,

Bet A B C ! Bet C B A .

Lemma b e etwe e n trivial2 : 8 A B : Point , Bet A A B .

Lemma b etwe en e gality : 8 A B C : Point , Bet A B C ! Bet B A C ! A

= B .

Inner transitivit y 'axiom' for b et w eenness.

Lemma b etwe en inner tr ansitivity : 8 A B C D ,

Bet A B D ! Bet B C D ! Bet A B C .

Lemma b etwe en exchange 3 : 8 A B C D ,

Bet A B C ! Bet A C D ! Bet B C D .

Lemma outer tr ansitivity b etwe en2 : 8 A B C D ,

Bet A B C ! Bet B C D ! B 6= C ! Bet A C D .

Lemma b etwe en exchange 2 : 8 A B C D ,

Bet A B D ! Bet B C D ! Bet A C D .

Axiom 16 of Giv an t.

Lemma outer tr ansitivity b etwe en : 8 A B C D ,

Bet A B C ! Bet B C D ! B 6= C ! Bet A B D .

Lemma b etwe en exchange 4 : 8 A B C D ,

Bet A B C ! Bet A C D ! Bet A B D .
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W e formalize Betn only for n=4.

De�nition Bet 4 := fun A1 A2 A3 A4 )
Bet A1 A2 A3 ^ Bet A2 A3 A4 ^ Bet A1 A3 A4 ^ Bet A1 A2 A4 .

Lemma l 3 9 4 : 8 A1 A2 A3 A4 ,

Bet 4 A1 A2 A3 A4 ! Bet 4 A4 A3 A2 A1 .

There are t w o distinct p oin ts !

This is the �rst use of the lo w er dimension axiom

Lemma two distinct p oints : 9 x , 9 y : Point , x 6= y .

Lemma p oint c onstruction di�er ent : 8 A B ,

9 C , Bet A B C ^ B 6= C .

Giv en a p oin t, w e can build another one whic h is di�eren t from the �rst one.

Lemma another p oint : 8 A : Point , 9 B , A 6= B .

F rom the last t w o lemmas w e can conclude that mo dels of the �rst sev en

axioms are in�nite

Lemma l3 17 : 8 A B C A' B' P ,

Bet A B C ! Bet A' B' C ! Bet A P A' !
9 Q , Bet P Q C ^ Bet B Q B' .

Inner �v e segmen t con�guratio n .

De�nition IFSC := fun A B C D A' B' C' D' )
Bet A B C ^ Bet A' B' C' ^
Cong A C A' C' ^ Cong B C B' C' ^
Cong A D A' D' ^ Cong C D C' D' .

This tactic asserts Col X Y Z, for eac h Bet X Y Z in the con text.

This tactic lo oks for an equalit y , p erform the substitution and then attempts

to pro v e other equalities and apply reccursiv ely . It cleans the h yp othesis

whic h b ecome trivial or duplicated

B.4 Propriétés de Cong et Bet

Lemma l4 2 : 8 A B C D A' B' C' D' ,

IFSC A B C D A' B' C' D' ! Cong B D B' D' .

Lemma l4 3 : 8 A B C A' B' C' ,
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Bet A B C ! Bet A' B' C' !
Cong A C A' C' ! Cong B C B' C' ! Cong A B A' B' .

A generalizati o n of the Cong predicate for three p oin ts.

De�nition Cong 3 := fun A1 A2 A3 B1 B2 B3 )
Cong A1 A2 B1 B2 ^ Cong A1 A3 B1 B3 ^ Cong A2 A3 B2 B3 .

Lemma l4 5 : 8 A B C A' C' ,

Bet A B C ! Cong A C A' C' !
9 B' , Bet A' B' C' ^ Cong 3 A B C A' B' C' .

Lemma l4 6 : 8 A B C A' B' C' ,

Bet A B C ! Cong 3 A B C A' B' C' ! Bet A' B' C' .

P erm utatio n lemmas for Col

Lemma c ol p ermutation 1 : 8 A B C ,

Col A B C ! Col B C A .

Lemma c ol p ermutation 2 : 8 A B C ,

Col A B C ! Col C A B .

Lemma c ol p ermutation 3 : 8 A B C ,

Col A B C ! Col C B A .

Lemma c ol p ermutation 4 : 8 A B C ,

Col A B C ! Col B A C .

Lemma c ol p ermutation 5 : 8 A B C ,

Col A B C ! Col A C B .

T rivial lemmas for Col.

Lemma c ol trivial 1 : 8 A B , Col A A B .

Lemma c ol trivial 2 : 8 A B , Col A B B .

Lemma c ol trivial 3 : 8 A B , Col A B A .

Lemma l4 13 : 8 A B C A' B' C' ,

Col A B C ! Cong 3 A B C A' B' C' ! Col A' B' C' .

Lemma l4 14 : 8 A B C A' B' ,

Col A B C ! Cong A B A' B' !
9 C' , Cong 3 A B C A' B' C' .

Fiv e segmen ts con�guratio n .
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De�nition FSC := fun A B C D A' B' C' D' )
Col A B C ^ Cong 3 A B C A' B' C' ^ Cong A D A' D' ^ Cong B D

B' D' .

Lemma l4 16 : 8 A B C D A' B' C' D' ,

FSC A B C D A' B' C' D' ! A 6= B ! Cong C D C' D' .

Lemma l4 17 : 8 A B C P Q ,

A 6= B ! Col A B C !
Cong A P A Q ! Cong B P B Q ! Cong C P C Q .

Lemma l4 18 : 8 A B C C' ,

A 6= B ! Col A B C !
Cong A C A C' ! Cong B C B C' ! C = C' .

Lemma l4 19 : 8 A B C C' ,

Bet A C B ! Cong A C A C' ! Cong B C B C' ! C = C' .

B.5 T ransitiv i t é de Bet

Outer connectivit y for b et w eenness Axiom I I I of T arski Axiom 18 of Giv an t

This pro of is from Gupta 1965, it used to b e an axiom in previous v ersions

of T arski's axiomatic

Lemma l5 1 : 8 A B C D ,

A 6= B ! Bet A B C ! Bet A B D ! Bet A C D _ Bet A D C .

Lemma l5 2 : 8 A B C D ,

A 6= B ! Bet A B C ! Bet A B D ! Bet B C D _ Bet B D C .

Inner connectivit y axiom for b et w eenness

Axiom 17 of Giv an t

Lemma l5 3 : 8 A B C D ,

Bet A B D ! Bet A C D ! Bet A B C _ Bet A C B .

Predicates to compare segmen t lengths.

De�nition le := fun A B C D )
9 y , Bet C y D ^ Cong A B C y .

De�nition ge := fun A B C D ) le C D A B .

Lemma l5 5 1 : 8 A B C D ,

le A B C D ! 9 x , Bet A B x ^ Cong A x C D .

Lemma l5 5 2 : 8 A B C D ,
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( 9 x , Bet A B x ^ Cong A x C D ) ! le A B C D .

Lemma l5 6 : 8 A B C D A' B' C' D' ,

le A B C D ^ Cong A B A' B' ^ Cong C D C' D' ! le A' B' C' D' .

Lemma le r e�exivity : 8 A B , le A B A B .

Lemma le tr ansitivity : 8 A B C D E F ,

le A B C D ! le C D E F ! le A B E F .

T w o crucials lemmas not found in the b o ok

Lemma b etwe en c ong : 8 A B C ,

Bet A C B ! Cong A C A B ! C = B .

Lemma b etwe en c ong 2 : 8 A B D E ,

Bet A D B ! Bet A E B ! Cong A D A E ! D = E .

Lemma le anti symmetry : 8 A B C D ,

le A B C D ! le C D A B ! Cong A B C D .

Lemma se gment c onstruction 2 : 8 A Q B C ,

A 6= Q ! 9 X , ( Bet Q A X _ Bet Q X A ) ^ Cong Q X B C .

Lemma le trivial : 8 A C D , le A A C D .

Lemma le c ases : 8 A B C D ,

le A B C D _ le C D A B .

Lemma le zer o : 8 A B C , le A B C C ! A = B .

De�nition lt := fun A B C D ) le A B C D ^ : Cong A B C D .

De�nition gt := fun A B C D ) lt C D A B .

B.6 Prédicat de non appartenance à un segmen t

The predicate out P A B informally means that P is on the line A B outside

the segmen t A B.

De�nition out := fun P A B ) A 6= P ^ B 6= P ^ ( Bet P A B _ Bet P B A ).

Lemma l6 2 : 8 A B C P ,

A 6= P ! B 6= P ! C 6= P ! Bet A P C ! ( Bet B P C $ out P A B ).

Lemma l6 3 1 : 8 A B P ,

out P A B ! ( A 6= P ^ B 6= P ^ 9 C , C 6= P ^ Bet A P C ^ Bet B P C ).

Lemma l6 3 2 : 8 A B P ,

( A 6= P ^ B 6= P ^ 9 C , C 6= P ^ Bet A P C ^ Bet B P C ) ! out P A B .



B.6. Prédicat de non appartenanc e à un segmen t 163

Lemma l6 4 1 : 8 A B P ,

out P A B ! Col A P B ^ : Bet A P B .

Lemma l6 4 2 : 8 A B P ,

Col A P B ^ : Bet A P B ! out P A B .

out re�exivit y .

Lemma l6 5 : 8 P A , A 6= P ! out P A A .

out symmetry .

Lemma l6 6 : 8 P A B , out P A B ! out P B A .

out transitivit y .

Lemma l6 7 : 8 P A B C , out P A B ! out P B C ! out P A C .

Lemma l6 11 unicity : 8 A B C R X Y ,

R 6= A ! B 6= C !
out A X R ! Cong A X B C !
out A Y R ! Cong A Y B C !
X = Y .

Lemma l6 11 existenc e : 8 A B C R ,

R 6= A ! B 6= C !
9 X , out A X R ^ Cong A X B C .

Lemma l6 13 1 : 8 P A B ,

out P A B ! le P A P B ! Bet P A B .

Lemma l6 13 2 : 8 P A B ,

out P A B ! Bet P A B ! le P A P B .

Lemma l6 16 1 : 8 P Q S X ,

P 6= Q ! S 6= P ! Col S P Q ! ( Col X P Q ! Col X P S ).

Lemma l6 16 2 : 8 P Q S X ,

P 6= Q ! S 6= P ! Col S P Q ! ( Col X P S ! Col X P Q ).

De�nition Inter := fun X P Q R S )
P 6= Q ^ R 6= S ^ Col X P Q ^ Col X R S ^
(( 9 X , Col X P Q ^ : Col X R S ) _ ( 9 X , : Col X P Q ^ Col X R

S )).

Lemma c ol tr ansitivity 1 : 8 P Q A B ,

P 6= Q ! Col P Q A ! Col P Q B ! Col P A B .

Lemma c ol tr ansitivity 2 : 8 P Q A B ,

P 6= Q ! Col P Q A ! Col P Q B ! Col Q A B .

Theo rem l6 21 : 8 A B C D P Q ,
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: Col A B C ! C 6= D !
Col A B P ! Col A B Q !
Col C D P ! Col C D Q !
P = Q .

Lemma l6 25 : 8 A B , A 6= B ! 9 C , : Col A B C .

Theo rem t2 8 :

8 A B C D E : Point ,

Bet A B C !
Bet D B E ! Cong A B D B ! Cong B C B E ! Cong A E C D .

B.7 Propriétés du milieu

De�nition is midp oint := fun M A B ) Bet A M B ^ Cong A M M B .

Lemma l7 2 : 8 M A B , is midp oint M A B ! is midp oint M B A .

Lemma l7 3 : 8 M A , is midp oint M A A ! M = A .

Lemma l7 3 2 : 8 A , is midp oint A A A .

Lemma symmetric p oint c onstruction : 8 A P ,

9 P' , is midp oint P A P' .

Lemma symmetric p oint unicity : 8 A P P1 P2 ,

is midp oint P A P1 ! is midp oint P A P2 ! P1 = P2 .

Lemma l7 9 : 8 P Q A X ,

is midp oint A P X ! is midp oint A Q X ! P = Q .

Lemma l7 13 : 8 A P Q P' Q' ,

is midp oint A P' P ! is midp oint A Q' Q !
Cong P Q P' Q' .

Symmetry preserv es Bet.

Lemma l7 15 : 8 P Q R P' Q' R' A ,

is midp oint A P P' ! is midp oint A Q Q' ! is midp oint A R R' !
Bet P Q R ! Bet P' Q' R' .

Symmetry preserv es Cong.

Lemma l7 16 : 8 P Q R S P' Q' R' S' A ,

is midp oint A P P' ! is midp oint A Q Q' !
is midp oint A R R' ! is midp oint A S S' !

Cong P Q R S ! Cong P' Q' R' S' .

Symmetry preserv es midp oin t
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Lemma symmetry pr eserves midp oint :

8 A B C D E F Z ,

is midp oint Z A D ! is midp oint Z B E ! is midp oint Z C F !
is midp oint B A C ! is midp oint E D F .

Lemma l7 17 : 8 P P' A B ,

is midp oint A P P' ! is midp oint B P P' ! A = B .

Lemma l7 20 : 8 M A B ,

Col A M B ! Cong M A M B ! A = B _ is midp oint M A B .

Lemma l7 21 : 8 A B C D P ,

: Col A B C ! B 6= D ! Cong A B C D ! Cong B C D A !
Col A P C ! Col B P D ! is midp oint P A C ^ is midp oint P B

D .

Lemma l7 22 aux : 8 A1 A2 B1 B2 C M1 M2 ,

Bet A1 C A2 ! Bet B1 C B2 !
Cong C A1 C B1 ! Cong C A2 C B2 !
is midp oint M1 A1 B1 ! is midp oint M2 A2 B2 ! le C A1 C A2 !
Bet M1 C M2 .

Lemma l7 22 : 8 A1 A2 B1 B2 C M1 M2 ,

Bet A1 C A2 ! Bet B1 C B2 !
Cong C A1 C B1 ! Cong C A2 C B2 !
is midp oint M1 A1 B1 ! is midp oint M2 A2 B2 !
Bet M1 C M2 .

Lemma l7 25 : 8 A B C , Cong C A C B ! 9 X , is midp oint X A B .

B.8 Orthogonalité et existence du milieu

De�nition Per := fun A B C )
9 C' , is midp oint B C C' ^ Cong A C A C' .

Lemma l8 2 : 8 A B C , Per A B C ! Per C B A .

Lemma l8 3 : 8 A B C A' ,

Per A B C ! A 6= B ! Col B A A' ! Per A' B C .

Lemma l8 4 : 8 A B C C' ,

Per A B C ! is midp oint B C C' ! Per A B C' .

Lemma l8 5 : 8 A B , Per A B B .

Lemma l8 6 : 8 A B C A' ,

Per A B C ! Per A' B C ! Bet A C A' ! B = C .
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Lemma l8 7 : 8 A B C , Per A B C ! Per A C B ! B = C .

Lemma l8 8 : 8 A B , Per A B A ! A = B .

Lemma l8 9 : 8 A B C , Per A B C ! Col A B C ! A = B _ C = B .

Lemma l8 10 : 8 A B C A' B' C' ,

Per A B C ! Cong 3 A B C A' B' C' ! Per A' B' C' .

De�nition Perp in := fun X A B C D )
A 6= B ^ C 6= D ^ Col X A B ^ Col X C D ^
( 8 U V , Col U A B ! Col V C D ! Per U X V ).

De�nition Perp := fun A B C D ) 9 X , Perp in X A B C D .

Lemma l8 12 : 8 A B C D X , Perp in X A B C D ! Perp in X C D A

B .

Lemma l8 13 2 : 8 A B C D X ,

A 6= B ! C 6= D ! Col X A B ! Col X C D !
( 9 U , 9 V : Point , Col U A B ^ Col V C D ^ U 6= X ^ V 6= X ^ Per U

X V ) !
Perp in X A B C D .

De�nition DistLn := fun A B C D )
( 9 X , Col X A B ^ : Col X C D ) _ ( 9 X , : Col X A B ^ Col X C D ).

Lemma l8 14 1 : 8 A B , : Perp A B A B .

Lemma l8 14 2 1a : 8 X A B C D ,

Perp in X A B C D ! Perp A B C D .

Lemma l8 14 2 1b : 8 X A B C D Y ,

Perp in X A B C D ! Col Y A B ! Col Y C D ! X = Y .

Lemma l8 14 2 1b bis : 8 A B C D X ,

Perp A B C D ! Col X A B ! Col X C D ! Perp in X A B C D .

Lemma l8 14 2 2 : 8 X A B C D ,

Perp A B C D ! ( 8 Y , Col Y A B ! Col Y C D ! X = Y ) !
Perp in X A B C D .

Lemma l8 14 3 : 8 A B C D X Y ,

Perp in X A B C D ! Perp in Y A B C D ! X = Y .

Lemma l8 15 1 : 8 A B C X ,

A 6= B ! Col A B X ! Perp A B C X !
Perp in X A B C X .

Lemma l8 15 2 : 8 A B C X ,

A 6= B ! Col A B X ! Perp in X A B C X !
Perp A B C X .
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Lemma l8 16 1 : 8 A B C U X ,

A 6= B ! Col A B X ! Col A B U ! U 6= X ! Perp A B C X ! : Col

A B C ^ Per C X U .

Lemma l8 16 2 : 8 A B C U X ,

A 6= B ! Col A B X ! Col A B U ! U 6= X !
: Col A B C ! Per C X U ! Perp A B C X .

Lemma l8 18 unicity : 8 A B C X Y ,

: Col A B C !
Col A B X ! Perp A B C X !
Col A B Y ! Perp A B C Y !
X = Y .

Lemma l8 18 existenc e : 8 A B C ,

: Col A B C ! 9 X ,

Col A B X ^ Perp A B C X .

Lemma l8 20 1 : 8 A B C C' D P ,

Per A B C ! is midp oint P C' D !
is midp oint A C' C ! is midp oint B D C !

Per B A P .

Lemma l8 20 2 : 8 A B C C' D P ,

Per A B C ! is midp oint P C' D !
is midp oint A C' C ! is midp oint B D C !

B 6= C ! A 6= P .

Lemma l8 21 aux : 8 A B C ,

A 6= B ! : Col A B C ! 9 P , 9 T , Perp A B P A ^ Col A B T ^ Bet

C T P .

Lemma l8 21 : 8 A B C ,

A 6= B ! 9 P , 9 T , Perp A B P A ^ Col A B T ^ Bet C T P .

Lemma p erp symmetry : 8 A B C D , Perp A B C D ! Perp C D A B .

Lemma p erp c ommutativity : 8 A B C D , Perp A B C D ! Perp B A D

C .
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Lemma p erp left c ommutativity : 8 A B C D , Perp A B C D ! Perp B A

C D .

Lemma p erp right c ommutativity : 8 A B C D , Perp A B C D ! Perp A

B D C .

Lemma p erp in left c ommutativity : 8 A B C D X ,

Perp in X A B C D ! Perp in X B A C D .

Lemma p erp in right c ommutativity : 8 A B C D X ,

Perp in X A B C D ! Perp in X A B D C .

Lemma p erp in c ommutativity : 8 A B C D X ,

Perp in X A B C D ! Perp in X B A D C .

Lemma p erp in symmetry : 8 A B C D X ,

Perp in X A B C D ! Perp in X C D A B .

Lemma p erp p er 1 : 8 A B C , A 6= B ! Perp A B C A ! Per B A C .

Lemma p erp p er 2 : 8 A B C , A 6= B ! Perp A B A C ! Per B A C .

Lemma p erp c ol : 8 A B C D E ,

A 6= E !
Perp A B C D ! Col A B E ! Perp A E C D .

Lemma p erp not e q 1 : 8 A B C D ,

Perp A B C D ! A 6= B .

Lemma p erp not e q 2 : 8 A B C D ,

Perp A B C D ! C 6= D .

Lemma p erp p erp in : 8 A B C ,

Perp A B C A ! Perp in A A B C A .

Lemma midp oint existenc e aux : 8 A B P Q T ,

A 6= B ! Perp A B Q B ! Perp A B P A !
Col A B T ! Bet Q T P !
le A P B Q !
9 X : Point , is midp oint X A B .

Lemma midp oint existenc e : 8 A B , 9 X , is midp oint X A B .
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Bienvenue dans le manuel de référence de GeoProof.

Ce manuel est composé de neuf chapitres :

1. Le chapitre « Installation » décrit la procédure d'installation sous les
différents systèmes supportés.

2. Le chapitre « Outils de construction » décrit les différents outils qui
permettent de créer les �gures dynamiques.

3. Le chapitre « Outils d'exploration » présente les diverses fonction-
nalités qui peuvent être utilisées pour explorer une �gure, réa liser des
mesures et faire des conjectures.

4. Le chapitre « Attributs » décrit les attributs disponibles pour chaque
type d'objet. Les attributs dé�nissent l'aspect graphique des ob jets.

5. Le chapitre « Outils de sélection » décrit les différents modes de
sélection des objets.

6. Le chapitre « Préférences » décrit comment l'utilisateur peut person-
naliser certains paramètres du logiciel.

7. Le chapitre « Importation/Exportation » décrit les différents modes
de lecture et d'écriture des �gures.

8. Le chapitre « Démonstration automatique » décrit les fonctions
liées au démonstrateur automatique intégré.

9. Le chapitre « Démonstration interactive » décrit les fonctions liées
à l'interaction avec l'assistant de preuve Coq.
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GeoProof est un logiciel libre de géométrie interactive. Il permet de
créer des �gures géométriques et de les manipuler à la souris. Avec Geo-
Proof on peut étudier ce qui se passe lorsque l'on change la position des
points libres de la �gure et ainsi faire des conjectures. Il est a lors possible
d'exporter la conjecture dans l'assistant de preuve Coq a�n de l a prouver
interactivement. GeoProof est distribué sous la license GPL Version 2.

Pour obtenir la dernière version de GeoProof ou nous faire part d'un
bug, vous pouvez vous rendre sur le site :

http://home.gna.org/geoproof/

Avant d'entrer dans le détail des fonctionnalités de GeoProof. Voici un
aperçu de son interface.

http://home.gna.org/geoproof/
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C.1 Installation

C.1.1 Windo ws

L'installation de GeoProof sous windows est très simple puisqu'il suf�t
de lancer le logiciel d'installation automatique. Après avoir choisi un empla-
cement pour installer GeoProof , vous aurez à choisir si vous désirez ins-
taller les �chiers .dll de GTK. Si vous n'êtes pas sûr de la réponse laissez
cette option cochée puisque ces �chiers sont nécessaires au bon fonction-
nement de GeoProof. Si vous êtes certain d'avoir déjà une version des .dll
de GTK installée sur votre ordinateur vous pouvez désactiver cette option.

C.1.2 Lin ux

Sous linux, GeoProof peut être installé au moyen des �chiers .rpm four-
nis ou bien en le compilant soi-même à partir des sources. Pour plus d'in-
formation sur la procédure de compilation voir le �chier INSTALL .

C.1.3 MacOSX

GeoProof ne comporte par encore de procédure d'installation automa-
tique pour MacOsX, il vous faudra donc compiler depuis les sources.

C.2 Outils de construction

Voici une liste des différents outils de construction de GeoProof. A�n de
retenir plus facilement la signi�cation de chacun des icônes s ouvenez vous
que l'objet créé apparaît en rouge sur l'icône désignant l'outil. Les outils
sont regroupés suivant le type d'objet qu'ils construisent.
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Points
Point libre Crée un nouveau point libre à la

souris.

Point libre (dé�ni par ses
coordonnées)

Crée un nouveau point libre en
dé�nissant ses coordonnées ini-
tiales.

Point sur cercle Crée un point sur un cercle.

Point sur droite Crée un point sur une droite.

Point sur segment Crée un point sur un segment.

Point dans demi-plan Crée un point dans un demi-plan.

Milieu d'un segment Crée le milieu d'un segment.

Intersection droites Crée l'intersection de deux
droites.

Intersection cercles Crée les intersections de deux
cercles.

Intersection cercle-droite Crée les intersections entre un
cercle et une droite.

Droites
Droite simple Crée une droite passant par deux

points.

Demi-droite Crée une demie droite dont l'ex-
trémité est le premier point pas-
sant par le deuxième.

Segment Crée un segment dont les extré-
mités sont les deux points.

Vecteur Crée un vecteur.

Droite parallèle Crée la droite parallèle à une
autre passant par un point.

Droite perpendiculaire Crée la droite perpendiculaire à
une autre passant par un point.

Médiatrice Crée la médiatrice d'un segment.

Bissectrice Crée la bissectrice de l'angle
formé par trois points.
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Cercles
Cercle centre-point Crée un cercle de centre le pre-

mier point passant par le second
point.

Cercle trois points Crée un cercle passant par trois
points.

Cercle diamètre Crée un cercle selon son dia-
mètre.

Transformations
Symétrie centrale Crée un objet par symétrie par

rapport à un point.

Symétrie axiale Crée un objet par symétrie par
rapport à une droite.

Translation Crée un objet par translation par
rapport à un vecteur.

Textes
Texte libre Crée un label qui peut être dé-

placé librement sur la feuille.

Texte lié Crée un label dont la position est
relative à celle d'un point.

Outils d'édition
Sélection Permet de sélectionner des ob-

jets.

Interrompre Annule la construction en cours.

Annuler Annule la dernière construc-
tion/suppression.

Refaire Refait la dernière action annulée.

Supprimer Supprime un objet ainsi que tous
les objets qui en dépendent.
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C.3 Outils d'exploration

Visualisation
Déplacement Permet de déplacer les objets

libres ou semi-libres

Zoom Avant Effectue un grossissement d'un
facteur 2.

Zoom Arrière Effectue un grossissement d'un
facteur 1

2 .

Zoom Automatique Ajuste le zoom de telle manière
que tous les objets de taille �nie
soient visibles en entier.

Déplace la feuille Permet de déplacer la feuille à la
souris.

Mode plein écran Active ou désactive le mode plein
écran.

Repère Cache ou montre le repère.

Propriétés

Collinéaire
Test si trois points sont coli-
néaires (sur cette instance de la
�gure). Crée un label qui est mis
à jour en temps réel.

Égalité Test si deux points sont confon-
dus.

Entre deux Test si un point appartient à un
segment.

A gauche de Test si un point est dans un demi-
plan.

Parallèle Test si deux droites sont paral-
lèles.

Perpendiculaire Test si deux droites sont perpen-
diculaires.

Congruence des seg-
ments

Test si deux segments ont même
longueur.

Congruence des angles Test si deux angles ont même
mesure.
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V ue en SV G V ue en langue natur el le

Fig. C.1 � Exemple de traduction en langue naturelle

Mesures
Angle Mesure l'angle formé par trois

points, crée un label qui est mis
à jour en temps réel.

Distance Mesure la distance entre deux
points.

Aire Mesure l'aire d'un triangle.

C.3.1 Descripti on en langue (pseudo-)naturelle

La fenêtre principale de GeoProof propose trois onglets. L'un d'entre
eux permet d'avoir une description de la �gure en langue nature lle. La �-
gure C.1 montre un exemple de description.

C.3.2 Expressions

Les labels textuels peuvent contenir des champs dynamiques. Les champs
dynamiques contiennent une expression qui est évaluée en temps réel
lorsque la �gure est déplacée. Les champs dynamiques sont dé limités par
le signe # .

Par exemple pour créer un label qui compare les surfaces des triangles
ABC et DEF, vous pouvez rentrer le texte suivant :

Le triangle ABC est plus #if area(A,B,C)>area(D,E,F) then

"grand" else "petit"# que le triangle DEF.

Cette fonctionnalité peut aussi faire of�ce de calculatrice si l'e xpression
arithmétique ne dépend d'aucun élément de la �gure. Mais GeoProof four-
nit une calculatrice qui calcule en précision arbitraire grâce à la bibliothèque
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creal de Jean-Christophe Filliâtre. La précision des calculs est paramè-
trable dans le �chier de con�guration de GeoProof (voir page 183). Ainsi,
si on essaie de calculer sin(1022), on peut saisir le texte #sin(10�22)# et
on obtient � 0:8522008498(si GeoProof est con�guré pour une précision de
10 décimales).

Cet exemple est connu pour mettre en défaut de nombreuses « calcu-
latrices ». La tableau suivant donne les résultats 1 du même calcul réalisé
dans différents systèmes.

Système sin(1022)
Réponse correcte � 0:852200849. . .
KCalc +0 ; 462613041
Google +0 ; 462613041
Scilab 3.0 +0 :4626130
MPFR � 0:852200849. . .
Mupad � 0:9873536182
Maple 8 (15 digs) � 0:852200849. . .
Maxima 5.9 (b�oat) � 0:852200849. . .
Matlab 6.5 (15 digs) � 0:852200849. . .
O-Matrix 5.5(e format) +0 :226946577. . .
O-Matrix 5.5(d format) +0 :412143367. . .
Scilab 3.0 (15 digs) +1022

DVF 5.0 D (sp) +0 :2269466. . .
DVF 5.0 D (dp) +0 :412143367. . .
Intel Fortran 8 (sp) +9 :9999998� 1021

Intel Fortran 8 (dp) +1022

Intel Fortran 8 (ep) � 0:852200849. . .
Watfor 11.2 (sp) +0 :2812271. . .
Watfor 11.2 (dp) +0 :4626130. . .
TMT Pascal(all precs) +0 :0
FranzLisp +0 :2269465. . .
Sharp EL-531VH error 2
MS Windows Calc (32 digs) � 0:852200849. . .
PariGP 2.2.7 (28 digs) � 0:852200849. . .
HP 48 GX � 0:852200849. . .
HP 700 0:0
IBM 3090/600S-VF AIX 370 0:0
Matlab 4.2c.1 Sparc � 0:8522
Matlab 4.2c.1 MacIntosh 0:8740
SG Indy 0:87402806
Sharp EL5806 � 0:090748172
DEC Station 3100 NaN

1

Sources : Derek O'Connor, Univ ersit y Colleg e , Floating P oin t Arithmetic or Y ou can't

alw a ys coun t on y our computer et exp ériences p ersonnelles.
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Fonction Syntaxe
Expressions arithmétiques + - * / �

Sinus sin

Cosinus cos

Tangente tan

Arcsinus arcsin

Arccosinus arccos

Arctangente arctan

Racine carrée sqrt

Exponentielle exp

Logarithme néperien ln

Logarithme en base 10 log

Puissance pow

Valeur absolue abs

Minimum min

Maximum max

� pi

e e

Mesures signed area area angle length

Tests parallel orthogonal

eq lengths eq angles between

collinear left turn

Opérateurs de comparaisons < > <= >= = <>

Connecteurs logiques and or not

Constantes logiques true false

Chaîne de caractères "texte"

Dé�nition locale let id = expr in expr

Condition if cond then expr else expr

C.3.3 Punaise

Il est possible de décider de �xer un point libre ou semi-libre . Les points
�xés ne peuvent pas être déplacés. Cette option peut être utile à un e nsei-
gnant qui prépare un exercice, il peut ainsi limiter les intéractions possibles
avec la �gure.

C.3.4 T race

Si l'option trace est activée, l'objet laisse une trace de son apparence
quand il bouge. Cet attribut permet, par exemple, de se faire une idée des
différentes positions que peut prendre un point lorsque un autre est dé-
placé. La �gure C.2 montre l'exemple de l'étude du lieu du point E milieu
du segment [AD ] quand D parcourt le cercle de centre B passant par C.
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Fig. C.2 � Utilisation de l'outil � trace �

C.4 A ttributs

Chaque objet GeoProof possède des attributs qui dé�nissent son as-
pect graphique. A sa création, un objet possède les attributs par défaut
dé�nis dans le menu « con�guration » de GeoProof. Pour changer les attri-
buts d'un objet, il existe deux méthodes :

– utiliser le menu contextuel de l'objet en réalisant un clique droit sur
l'objet ou

– sélectionner les objets dont on désire changer les attributs, puis les
changer au moyen du menu « édition »

Les attributs possibles sont les suivants :
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Attribut Explication
Couleur Les couleurs des objets peuvent être les suivantes :

noir, gris, bleu, rouge, vert, jaune, orange, violet, rose
Style de trait Les traits peuvent être pleins ou en pointillés :

Épaisseur Il y a quatre épaisseurs de trait possibles :

Aspect Les points peuvent avoir les aspects suivants :

Visible/Invisible Il est possible de cacher temporairement un objet sans
le supprimer pour autant. On peut ainsi simpli�er une �-
gure, par exemple en omettant les étapes de construc-
tion.

Calque Les objets appartiennent à un calque, chaque calque
peut être visible ou caché et avoir une couleur. Si un
calque possède une couleur les objets du calque sont
af�chés avec cette couleur.

C.5 Outils de sélection

La sélection de plusieurs objets permet d'en changer les attributs en
une seule opération. Les objets sélectionnés apparaissent entourés d'un
halo. Les outils de sélection suivants sont disponibles via le menu « édi-
tion » :

Sélection simple Permet de sélectionner un ou plusieurs objets à la sou-
ris en cliquant sur les objets. Cliquer à nouveau sur un objet le dés-
électionne.

Sélection par t yp e d'ob jet Avec ce mode il est possible de sélectionner
tous les objets d'un même type. Les types possibles sont les sui-
vants :



C.6. Préférences 183

– Objets visibles
– Objets cachés
– Droites
– Segments
– Points
– Vecteurs
– Objets libres

Aucun Desélectionne tous les objets.

T ous Sélectionne tous les objets.

In v erser Inverse les objets sélectionnés et désélectionnés.

C.6 Préférences

Il est possible de modi�er certains paramètres de GeoProof grâce au
menu « Con�guration ». D'autres paramètres sont modi�ables uniq uement
en éditant le �chier de con�guration ( .geoproof/config.ini ) qui apparaît
dans le répertoire de chacun des utilisateurs.

Les paramètres suivants sont disponibles via le menu « Con�gur ation » :
– unités de distance et d'angle,
– couleur du fond,
– attributs par défaut des objets crées,
– visibilité des barres d'outils.
Les paramètres suivants sont modi�ables via le �chier de con�g uration :

Paramètres
* name prefix pré�xe utilisé pour la géné-

ration automatique des noms
des objets

selection precision la tolérance (en nombre de
pixels) du mécanisme de sé-
lection

automatic point labeling ajout automatique ou non
d'un label lors de la création
des points

number of recent files nombre de �chiers récents à
faire apparaître dans le menu
« �chier »

icons size taille des icônes (en nombre
de pixels)

precision précision des calculs réalisés
(en nombre de décimales)

formal language for Coq export langage à utiliser pour la
communication avec Coq
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C.7 Imp ortation/Exp ortation

Il est possible d'exporter les �gures créées en utilisant GeoProof en
trois types de formats :

une image en mo de p oin ts (ou image bitmap) au format PNG, JPEG
ou BMP. Ce mode d'exportation réalise l'équivalent d'une capture
d'écran, la �gure peut ainsi être facilement intégrée dans un tr ai-
tement de texte, ou une page web. Le format PNG est un format
libre de droits qui fournit une compression sans pertes. C'est le plus
adapté au graphismes avec des aplats comme les �gures géomé-
triques, mais il a l'inconvénient que la transparence n'est pas bien
gérée par les versions anciennes de Internet Explorer (<7.0). Le for-
mat JPEG produit des images moins lourdes mais la compression
n'est pas bien adaptée aux �gures géométriques et réduit sensi ble-
ment la qualité de l'image produite.

une image en mo de v ectoriel au format SVG. Le format SVG est le for-
mat standard pour le graphisme en mode vectoriel dé�ni par le W3 C.
Ce format est géré par Firefox (à partir de la version 1.5) et Konque-
ror et sera bientôt géré aussi par Safari. Il est possible d'ajouter le
support SVG à Internet Explorer au moyen d'un plugin.

un script dans le langage Eukleides pour insertion de �gures dans un
document LATEX. Le langage Eukleides 2 permet de réaliser une des-
cription de haut niveau de la �gure qui sera insérée directemen t dans
un document LATEX. Cette description est facile à éditer en mode texte.
Ainsi pour modi�er une �gure, il n'est pas nécessaire de l'ou vrir à nou-
veau avec GeoProof. Les labels textuels peuvent contenir du code
LATEX. La �gure C.3 montre un exemple de script généré.

GeoProof permet aussi d'importer des �gures générées par les logi-
ciels Kig 3 (KDE interactive geometry) et CaR 4 . Cette fonctionnalité est pour
l'instant expérimentale.

C.8 Démonstration automatique

Pour prouver un énoncé au moyen du démonstrateur automatique in-
tégré, il suf�t de le lancer via le menu « preuve ». Il est aussi pos sible de
le lancer en effectuant un clique droit sur un label comportant un champ
dynamique avec un if . La condition du if est alors traduite en un prédicat
qui devient la conclusion du théorème à prouver.

2

http://www . e u k l e i d e s . o r g /

3

http://edu . k d e . o r g / k i g /

4

http://mat h s r v . k u - e i c h s t a e t t . d e / M G F / h o m e s / g r o t h m a n / j a v a / z i r k e l / d o c _ e n /



C.8. Démonstration automatique 185

frame(-10 . 0 0 0 0 0 , 6 . 0 0 0 0 0 , 1 2 . 4 8 0 0 0 , - 3 . 9 0 0 0 0 , 0 . 9 3 4 1 6 )

A = point(-3 . 2 2 0 0 0 , 4 . 3 0 0 0 0 )

color(red )

thickness ( 2 )

draw(A,do t )

color(bla c k )

draw("A", A , 0 . 2 8 0 0 0 , a r g ( c i r c l e ( A , 1 ) , p o i n t ( 1 . 4 0 0 0 0 , 1 . 4 0 0 0 0 ) ) : )

...

E = barycent e r ( A , C )

color(red )

thickness ( 2 )

draw(E,do t )

color(bla c k )

draw("E", E , 0 . 2 8 0 0 0 , a r g ( c i r c l e ( E , 1 ) , p o i n t ( 1 . 4 0 0 0 0 , 1 . 4 0 0 0 0 ) ) : )

Segment_1 = segment( A , B )

color(bla c k )

thickness ( 2 )

draw(Segm e n t _ 1 , f u l l )

...

Segment_3 = segment( C , A )

color(bla c k )

thickness ( 2 )

draw(Segm e n t _ 3 , f u l l )

Line_1 = line(D,E )

color(blu e )

thickness ( 2 )

draw(Line _ 1 , d a s h e d )

Fig. C.3 � Extrait d'un script obten u après exp ortation dans le langage

d' Eukleide s .
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C.9 Démonstration in teractiv e

Pour passer en mode démonstration interactive, il suf�t de lancer Co-
qIDE avec l'option -with-geoproof et GeoProof sur le même ordinateur et
d'initier la communication via le menu « preuve ».

Les dé�nition des objets déjà présents dans GeoProof est traduite en
syntaxe Coq.

Il est ensuite possible de réaliser une conjecture. Pour cela il faut créer
un label dynamique qui teste une propriété (le fait que trois points sont col-
linéaires par exemple). En utilisant le menu contextuel du label (accessible
par un clique droit), le prédicat correspondant à la propriété est traduit en
syntaxe Coq et exporté dans CoqIDE.

GeoProof passe alors en mode preuve. Dans ce mode, quand un nou-
vel objet est créé dans GeoProof , une tactique est générée dans CoqIDE,
celle-ci tente de prouver que le nouvel objet existe. Il est laissé à la charge
de l'utilisateur de prouver les conditions de non dégénérescence de la
construction utilisée.
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Réécriture abstraite

Cette annexe con tien t les énoncé prouv és concernan t la formalisation du

système de preuv e diagrammat i que présen té au c hapitre 6 .

Julien Narb oux

A diagrammat i c formalization of abstract rewriting

Relation de�nition

De�nition r elation := A ) A ) Pr op .

De�nition r e�exive : Pr op := 8 x : A , R x x .

De�nition tr ansitive : Pr op := 8 x y z : A , R x y ) R y z ) R x z .

De�nition symmetric : Pr op := 8 x y : A , R x y ) R y x .

De�nition antisymmetric : Pr op := 8 x y : A , R x y ) R y x ) x = y .

De�nition e quiv := r e�exive ^ tr ansitive ^ symmetric .

Comp osition of t w o relations

De�nition c omp osition : r elation ) r elation ) r elation :=

fun R1 R2 : r elation ) fun x y : A ) 9 z : A , R1 x z ^ R2 z y .

Union of t w o relations

De�nition union : r elation ) r elation ) r elation :=

fun R1 R2 : r elation ) fun x y : A ) R1 x y _ R2 x y .

De�nition of sw appable and comm utatio n

The t w o de�nitions app ear under the name of "comm utatio n " in the litera-

ture

De�nition swapp able : Pr op := 8 x y z : A , R x y ) S y z ) 9 w , S x w

^ R w z .

De�nition c ommutation : Pr op := 8 x y z : A , R x y ) S x z ) 9 w , S y

w ^ R z w .
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Re�exiv e closure

De�nition R or e q := fun R : r elation ) fun x y ) x = y _ R x y .

Symmetric closure

De�nition R lr := fun R : r elation ) fun x y ) R x y _ R y x .

Symmetric transitiv e closure

Inductive Rstar : A ) A ) Pr op :=

| Rstar c ont e q : 8 x , Rstar x x

| Rstar induction : 8 x y z , R x y ) Rstar y z ) Rstar x z .

T ransitiv e closure

Inductive Rplus : A ) A ) Pr op :=

| Rplus c ont R : 8 x y , R x y ) Rplus x y

| Rplus induction : 8 x y z , R x y ) Rplus y z ) Rplus x z .

Re�exiv e, transitiv e, symmetric closure

Inductive R lrstar : A ) A ) Pr op :=

| R lrstar c ont R : 8 x y , R x y ) R lrstar x y

| R lrstar c ont R r ev : 8 x y , R y x ) R lrstar x y

| R lrstar c ont e q : 8 x , R lrstar x x

| R lrstar induction : 8 x y z , R lrstar x y ) R lrstar y z ) R lrstar x z .

De�nition joinable := fun R : r elation ) fun x y ) 9 z , ( Rstar x z ) ^
( Rstar y z ).

De�nition chur ch r osser := 8 x y , R lrstar x y ) joinable R x y .

P ath of length n

Inductive R n : nat ) A ) A ) Pr op :=

| R n 0 : 8 x , R n 0 x x

| R n 1 : 8 x y , R x y ) R n 1 x y

| R n induction : 8 x y z n , R x y ) R n n y z ) R n ( n +1) x z .

De�nition we ak c ommutation in ( x : A ) :=

8 y z : A , R x y ) S x z ) 9 t , S y t ^ R z t .

De�nition c on�uenc e in ( x : A ) :=

8 y z : A , Rstar x y ) Rstar x z ) joinable R y z .

De�nition lo c al c on�uenc e in ( x : A ) :=

8 y z : A , R x y ) R x z ) joinable R y z .

De�nition str ong c on�uenc e in ( x : A ) :=

8 y z : A , R x y ) R x z ) 9 t , R or e q R y t ^ Rstar z t .

De�nition semi c on�uenc e in ( x : A ) :=

8 y z : A , R x y ) Rstar x z ) joinable R y z .
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De�nition diamond pr op erty in ( x : A ) :=

8 y z : A , R x y ) R x z ) 9 t , R y t ^ R z t .

De�nition c on�uenc e := 8 x , c on�uenc e in x .

De�nition lo c al c on�uenc e := 8 x , lo c al c on�uenc e in x .

De�nition semi c on�uenc e := 8 x , semi c on�uenc e in x .

De�nition str ong c on�uenc e := 8 x , str ong c on�uenc e in x .

De�nition diamond pr op erty := 8 x , diamond pr op erty in x .

De�nition isNF := fun x ) : ( 9 y , R x y ).

De�nition isWN := fun x ) 9 y , Rstar x y ^ isNF y .

De�nition r e duc es to normal form := fun x y ) Rstar x y ^ isNF y .

De�nition WN := fun R : r elation ) 8 x , isWN x .

Inductive isSN : A ) Pr op :=

| SN b ase : 8 x , isNF x ) isSN x

| SN induction : 8 x , ( 8 y , R x y ) isSN y ) ) isSN x .

De�nition SN := 8 x , isSN x .

De�nition no etherian :=

8 ( P : A ) Pr op ),

( 8 y : A , ( 8 z : A , R y z ) P z ) ) P y ) ) 8 x : A , P x .

De�nition c onver ge nt := c on�uenc e ^ SN .

Lemma SN implies no etherian : SN ) no etherian .

T actics for diagrammati c - l i k e pro ofs

These tactics uses the implicit rules con tained in the Rules hin ts base.

In�x "" := R ( at level 50, no asso ciativity ).

Notation " x

��! y " := ( Rstar S R x y ) ( at level 50, no asso ciativity ).

Notation " x

+�! y " := ( Rplus S R x y ) ( at level 50, no asso ciativity ).

Notation " x

=?�! y " := ( R or e q S R x y ) ( at level 50, no asso ciativity ).

Lemma Rstar c ont R : 8 x y , ( x y ) ) x

��! y .

Lemma Rstar tr ansitivity : 8 x y z : S , x

��! y ) y

��! z ) x

��! z .

Lemma Rstar c ases : 8 x y , x

��! y ) x = y _ 9 y' , x y' ^ y'

��! y .

Lemma Rplus tr ansitivity : 8 x y z : S , x

+�! y ) y

+�! z ) x

+�! z .

Lemma Rstar c ont Rplus : 8 x y : S , x

+�! y ) x

��! y .

Lemma Rplus c ases : 8 x y , x

+�! y ) x y _ 9 y' , x y' ^ y'

+�! y .

Lemma Rstar R Rstar : 8 x y z , x

��! y ) y z ) x

��! z .
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Lemma Rplus R Rplus : 8 x y z , x

+�! y ) y z ) x

+�! z .

Lemma Rplus Rstar Rplus : 8 x y z , x

+�! y ) y

��! z ) x

+�! z .

Lemma R Rstar Rplus : 8 x y z , x y ) y

��! z ) x

+�! z .

Lemma Rstar c ases 2 : 8 x y , x

��! y ) x = y _ x

+�! y .

Lemma Rstar �nite p ath : 8 x y , x

��! y ) 9 n , R n S R n x y .

Lemma aux : 8 x : nat , x +1 > 0.

Lemma aux2 : 8 x : nat , x +1 6= 0.

Lemma Rplus �nite p ath non nul l : 8 x y , x

+�! y ) 9 n , n 6= 0 ^ R n S R

n x y .

Lemma SN Rplus R : SN S ( Rplus S R ) ) SN S R .

Theo rem newman :

lo c al c on�uenc e S R ) no etherian S R ) c on�uenc e S R .

induction

First degenerated case

Second degenerated case

General case

A second v ersion of the Newman's lemma using implicit star transitivit y ...

Theo rem newman shorter :

lo c al c on�uenc e S R ) no etherian S R ) c on�uenc e S R .

induction

First degenerated case

Second degenerated case

General case

Lemma R lrstar c ont Rstar : 8 x y , x

��! y ) R lrstar S R x y .

Lemma R lrstar symmetry : 8 x y , R lrstar S R x y ) R lrstar S R y x .

Lemma R R R lrstar : 8 x y z , x

��! y ) x

��! z ) R lrstar S R y z .

Lemma chur ch r osser c on�uenc e : chur ch r osser S R ) c on�uenc e S R .

Lemma c on�uenc e chur ch r osser : c on�uenc e S R ) chur ch r osser S R .

Lemma c on�uenc e semi c on�uenc e : c on�uenc e S R ) semi c on�uenc e S

R .
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Lemma semi c on�uenc e c on�uenc e : semi c on�uenc e S R ) c on�uenc e S

R .

Lemma R or e q c ases : 8 x y , R or e q S R x y ) x = y _ x y .

Lemma str ong c on�uenc e semi c on�uenc e : str ong c on�uenc e S R ) semi c on�uenc e

S R .

Theo rem str ong c on�uenc e c on�uenc e : str ong c on�uenc e S R ) c on�uenc e

S R .

Lemma c on�uenc e normal form 1 :

c on�uenc e S R ) 8 x y , R lrstar S R x y ) isNF S R y ) xâ †’ � y .

Lemma c on�uenc e normal form 2 :

c on�uenc e S R ) 8 x y , R lrstar S R x y ) isNF S R x ) isNF S R y

)
x = y .

Lemma c on�uenc e normal form unicity : c on�uenc e S R ) 8 x y y' ,

r e duc es to normal form S R x y ) r e duc es to normal form S R x y'

) y = y' .

In�x " Â °" := c omp osition ( at level 60, no asso ciativity ).

Notation " x

a�! y " := ( R1 x y ) ( at level 50, no asso ciativity ).

Notation " x

b�! y " := ( R2 x y ) ( at level 50, no asso ciativity ).

Notation " x

a�!
�

y " := ( Rstar S R1 x y ) ( at level 50, no asso ciativity ).

Notation " x

b�!
�

y " := ( Rstar S R2 x y ) ( at level 50, no asso ciativity ).

Notation " x

a[ b�!
�

y " := ( Rstar S ( union S R1 R2 ) x y ) ( at level 50, no

asso ciativity ).

Notation " x

a[ b�! y " := ( union S R1 R2 x y ) ( at level 50, no asso ciativity ).

Theo rem example1 :

tr ansitive R1 ) tr ansitive R2 ) swapp able S R2 R1 ) tr ansitive ( R1

Â ° R2 ).

Lemma union R : 8 x y , x

a�! y ) x

a[ b�! y .

Lemma union R r ev : 8 x y , x

b�! y ) x

a[ b�! y .

Lemma union Rstar : 8 x y , x

a�!
�

y ) x

a[ b�!
�

y .

Lemma c ases union : 8 x y , x

a[ b�! y ) x

a�! y _ x

b�! y .

Lemma union Rstar r ev : 8 x y , x

b�!
�

y ) x

a[ b�!
�

y .

Lemma union star star union :

8 x y , Rstar S ( union S R1 R2 ) x y ) Rstar S ( union S ( Rstar S R1 )

( Rstar S R2 )) x y .

Lemma c ommutation union simple :
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c on�uenc e S R1 )
c ommutation ( Rstar S R1 ) ( Rstar S R2 ) )

8 x y z , x

a�! ? y ) x

a[ b�!
�

z ) 9 t , y

a[ b�!
�

t ^ z

a[ b�!
�

t .

Lemma c on�uenc e star e q c on�uenc e :

c on�uenc e S R1 )

( 8 x y , x

a�!
�

y ) x

b�!
�

y ) )

( 8 x y , x

b�!
�

y ) x

a�!
�

y ) )
c on�uenc e S R2 .

Lemma inclusion start e q :

( 8 x y , x

a�! y ) x

b�! y ) )

( 8 x y , x

b�! y ) x

a�!
�

y ) )

( 8 x y , x

a�!
�

y ) x

b�!
�

y ) ^

( 8 x y , x

b�!
�

y ) x

a�!
�

y ).
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Résumé : l'ob jet de cette thèse est la formalisation et l'automatisatio n

du raisonnemen t géométrique au sein de l'assistan t de preuv e Co q.

Dans une première partie, nous réalisons un tour d'horizon des princi-

pales axiomatiques de la géométrie puis nous présen tons une formalisation

des h uit premiers c hapitres du livre de Sc h w abäuser, Szmielew et T arski :

Metamathematische Metho den in der Ge ometrie .

Dans la seconde partie, nous présen tons l'implan tati o n en Co q d'une

pro cédure de décision p our la géométrie a�ne plane : la métho de des aires de

Chou, Gao et Zhang. Cette métho de pro duit des preuv es courtes et lisibles.

Dans la troisième partie, nous nous in téressons à la conception d'une in-

terface graphique p our la preuv e formelle en géométrie : Ge opr o of . GeoPro of

com bine un logiciel de géométrie dynamique a v ec l'assistan t de preuv e Co q.

En�n, nous prop osons un système formel diagrammati que qui p ermet de for-

maliser des raisonnemen ts dans le domaine de la réécriture abstraite. Il est

par exemple p ossible de formaliser dans ce système la preuv e diagramma-

tique du lemme de Newman. La correction et la complétude du système son t

prouv ées vis-à-vis d'une classe de form ules app elée logique cohéren te.

Mot-clefs : géométrie, formalisation, automatisation , Co q, axiomatique

de T arski, pro cédure de décision, métho de des aires, diagrames, logique co-

héren te, réécriture abstraite, géométrie dynamique.

Abstract: This thesis deals with the formalization and automation of geo-

metric reasoning within the Co q pro of assistan t.

In the �rst part, w e pro vide an o v erview of the main axiom systems

for geometry and w e presen t a mec hanizati o n of the geometry of T arski.

This consists in the formalization of the �rst eigh t c hapters of the b o ok of

Sc h w abäuser, Szmielew and T arski: Metamathematische Metho den in der

Ge ometrie .

In the second part, w e presen t our implemen ta t i o n in Co q of a decision

pro cedure for a�ne plane geometry : the area metho d of Chou, Gao and

Zhang. This metho d pro duces short and readable pro ofs.

In the third part, w e explain the design of graphical user in terface for

formal pro of in geometry: Ge oPr o of . GeoPro of com bines a dynamic geome-

try soft w are with the Co q pro of assistan t.

Finally , w e prop ose a diagrammat i c formal system to p erform pro ofs in the

�eld of abstract term rewriting. F or instance, using this system w e can

formalize the diagrammat i c pro of of the Newman's lemma. The system is

pro v ed correct and complete for a class of form ulas called the coheren t logic.

Keyw ords: geometry , formalization, automation, Co q, T arski's axio-

matic, decision pro cedure, area metho d, diagrams, coheren t logic, abstract

rewriting, dynamic geometry .
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