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Stru
ture du manus
ritIntrodu
tionLe premier 
hapitre de 
ette th�ese pr�esente les motivations et le 
ontexte dans lequel ont �et�emen�ees 
es re
her
hes.Preuve formelle de l'implantation de la ra
ine 
arr�ee de GMPNous pr�esentons une preuve de 
orre
tion de l'implantation en C du 
al
ul de la ra
ine 
arr�ee,telle qu'elle est faite dans la biblioth�eque de 
al
ul en multi-pr�e
ision Gmp. Dans le 
hapitre 2, nousd�e
rivons formellement en Coq les op�erations de base sur les entiers de la biblioth�eque Gmp. Dansle 
hapitre 3, nous pr�esentons l'algorithme original de 
al
ul de la ra
ine 
arr�ee 
onsid�er�e. Dans le
hapitre 4, nous donnons trois des
riptions formelles du programme de 
al
ul de la ra
ine 
arr�eede Gmp. La premi�ere exprime les propri�et�es math�ematiques de l'algorithme. La deuxi�eme fournitun pro
�ed�e 
orre
t de 
al
ul fon
tionnel (dans Coq) de la ra
ine 
arr�ee. La troisi�eme des
riptionmontre que le 
ode C fourni dans la biblioth�eque Gmp 
al
ule bien la ra
ine 
arr�ee.Changements de repr�esentation des donn�eesLa se
onde partie de 
e manus
rit traite du 
hangement de repr�esentation 
on
r�ete des donn�eesdans une th�eorie d�evelopp�ee formellement ave
 un outil 
omme Coq [Coq02℄. Nous expliquons,dans le 
hapitre 5, 
e que l'on entend par 
hangement de repr�esentation. Nous pr�esentons �a 
ete�et les types indu
tifs et leurs propri�et�es dans Coq, ainsi que de nombreux travaux reli�es �a notre�etude. Dans le 
hapitre 6, nous montrons 
omment mettre en �eviden
e les �etapes de preuve danslesquelles on utilise impli
itement les propri�et�es 
al
ulatoires de la repr�esentation 
on
r�ete (sousla forme d'un type indu
tif) des donn�ees. Dans le 
hapitre 7, nous �etudions 
omment rempla
erune repr�esentation 
on
r�ete par une autre d�es lors que l'on a mis en �eviden
e les �etapes de preuved�ependantes de la repr�esentation initiale. Finalement, dans le 
hapitre 8, nous pr�esentons uneextension aux types d�ependants de notre m�ethode ainsi qu'une appro
he alternative.Con
lusionsLe 
hapitre 9 nous permet de revenir sur les 
ontributions apport�ees par 
es travaux. Finalement,nous pr�esentons rapidement les perspe
tives de re
her
he ouvertes par 
es travaux.
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Chapitre 1Introdu
tionUne 
ommunaut�e de 
her
heurs de plus en plus large 
onsid�ere les preuves formelles 
ommele meilleur moyen de s'assurer de la 
orre
tion de d�eveloppements logi
iels et de d�eveloppementsmath�ematiques. Les preuves formelles permettent d'�etablir, de mani�ere tr�es rigoureuse, si une ap-pli
ation est 
onforme ou non �a sa sp�e
i�
ation. Dans 
ette optique, de nombreux syst�emes depreuve ont �et�e d�evelopp�es ; parmi eux on peut 
iter Coq [Coq02℄, LEGO [LP92℄, Nuprl [CAB+86℄,HOL [GM93℄, PVS [SOR93℄, Isabelle-HOL [NPW02℄, ACL2 [KMM00b, KMM00a℄ et PhoX [RR03℄.Dans 
ette th�ese, nous travaillons ave
 le syst�eme Coq. Le syst�eme Coq est l'implantationd'un formalisme logique d'ordre sup�erieur : le Cal
ul des Constru
tions Indu
tives [CH88, PM93℄.Il s'agit d'un �-
al
ul typ�e ave
 types d�ependants [Tho91, NPS90℄, permettant en outre la d�e�nitionde 
onstru
tions indu
tives.Dans 
e 
adre, nous nous int�eressons �a deux probl�emes reli�es aux 
hangements de point de vuesur les objets manipul�es dans des d�eveloppements formels : la preuve de 
orre
tion du programmede 
al
ul de la ra
ine 
arr�ee de Gmp et le passage d'une repr�esentation �a une autre d'une notionmath�ematique (les entiers naturels par exemple) dans une th�eorie d�evelopp�ee formellement.1.1 La ra
ine 
arr�eeLes outils de 
al
ul formel 
omme Maple [Map03℄ ou Mathemati
a [Wol03℄ sont de plus en plusutilis�es pour faire du 
al
ul symbolique. De nombreuses appli
ations, parfois 
ritiques, sont 
on�
ues�a l'aide de 
es outils. Il est don
 important de s'assurer de la 
orre
tion des 
al
uls e�e
tu�es par
es syst�emes. Dans la premi�ere partie de 
ette th�ese, nous avons 
hoisi de d�emontrer la 
orre
tionde l'implantation du 
al
ul de la ra
ine 
arr�ee telle qu'elle est faite dans la biblioth�eque de 
al
ulsur les grands entiers Gmp. Depuis, et ind�ependamment, les algorithmes de 
al
ul sur les nombresentiers de Gmp sont utilis�es dans Maple (depuis la version 9).La biblioth�eque Gmp est une biblioth�eque de 
al
ul sur les grands entiers. Le programme de
al
ul de la ra
ine 
arr�ee de Gmp a �et�e d�evelopp�e par P. Zimmermann et est l'un des plus eÆ
a
es�a l'heure a
tuelle. Dans 
e programme, les entiers sont repr�esent�es par des segments 
ontigus dela m�emoire. Ce programme est �e
rit en C dans un style imp�eratif. La m�emoire est mise �a jour defa�
on destru
tive �a 
haque �etape de l'algorithme.Habituellement, les syst�emes d'aide �a la preuve sont bien adapt�es �a la preuve de programmesfon
tionnels. Au 
ours de 
es derni�eres ann�ees, de nouveaux outils 
omme Corre
tness [Fil99℄sont apparus et permettent maintenant de faire des preuves de programmes imp�eratifs. Les pro-grammes sont fournis annot�es par des formules logiques dans le style de la logique de Floyd-Hoare[Hoa69℄. Une pr�e-
ondition assure la bonne formation des entr�ees et une post-
ondition assure que11



12 Chapitre 1. Introdu
tionle 
al
ul e�e
tu�e est bien 
elui qu'on attendait. De plus des annotations peuvent être ajout�ees dansle 
orps du programme pour assurer la propagation 
orre
te des pr�e- et post-
onditions des fon
-tions mises en jeu. A partir de la donn�ee de 
e programme annot�e, un outil 
omme Corre
tnessengendre une s�erie de 
onditions de v�eri�
ation, 
'est-�a-dire un 
ertain nombre de th�eor�emes quel'utilisateur devra d�emontrer. Le formalisme propos�e permet de g�erer les appels de pro
�edures �al'int�erieur du 
ode �a 
erti�er. La 
orre
tion de 
ette m�ethode repose sur la mod�elisation formelledu programme imp�eratif par un programme fon
tionnel �equivalent. Ce programme prend en argu-ments des donn�ees et des preuves que 
es donn�ees v�eri�ent bien 
ertaines 
onditions. Il retournedes donn�ees et des 
erti�
ats exprimant les propri�et�es attendues pour les donn�ees retourn�ees.En plus des mod�eles fon
tionnel et imp�eratif de 
al
ul de la ra
ine 
arr�ee, on peut d�e
rirel'algorithme de 
al
ul de la ra
ine 
arr�ee par un mod�ele abstrait o�u les donn�ees interm�ediaires sontsimplement reli�ees les unes aux autres sans donner de pro
�ed�e de 
al
ul. Ce mod�ele utilise les entiersZ pour repr�esenter les grands entiers. Ce 
hoix permet l'utilisation des pro
�edures de d�e
ision deCoq pour l'arithm�etique lin�eaire [Coq02, Chap. 15℄. Il permet aussi de d�e
omposer le travail depreuve en deux parties. On asso
ie une appro
he math�ematique (o�u tous les 
al
uls se font sur lesentiers relatifs Z, et don
 dans laquelle on ne ren
ontre au
un probl�eme de d�ebordement) ave
 unedes
ription informatique qui prend en 
ompte les diÆ
ult�es relatives �a la repr�esentation 
on
r�ete(born�ee) des entiers.Cela nous 
onduit �a distinguer deux repr�esentations di��erentes des entiers utilis�es dans le 
al
ulde la ra
ine 
arr�ee :{ une repr�esentation math�ematique : les entiers relatifs Z de Coq sans limite (th�eorique) detaille,{ une repr�esentation informatique : par des segments de tableaux d'entiers born�es 
omme 
'estle 
as dans la biblioth�eque Gmp.Cette �etude sur la ra
ine 
arr�ee fait apparâ�tre le besoin de 
onsid�erer un même algorithme sousplusieurs points de vue 
orrespondant �a plusieurs mani�eres de repr�esenter les donn�ees. C'est 
e quenous avons �etudi�e dans la deuxi�eme partie de 
ette th�ese.1.2 Changements de repr�esentation des donn�ees dans les th�eoriesmath�ematiquesDans un syst�eme de preuves 
omme Coq, les types indu
tifs jouent un rôle majeur dansla des
ription des donn�ees. Le 
hoix d'un type indu
tif parti
ulier pour repr�esenter une notionmath�ematique donne une mani�ere 
anonique de 
al
uler et de raisonner sur 
es donn�ees, dans l'es-prit du syst�eme T de G�odel [G�od58, G�od86℄. En e�et, les stru
tures de 
ontrôle permettant deprogrammer dans Coq, �a savoir, le �ltrage et la r�e
ursion stru
turelle sont 
onstruites �a partir desd�e�nitions indu
tives des objets 
onsid�er�es.Nous souhaitons, id�ealement, pouvoir disso
ier la stru
ture des donn�ees et la stru
ture des
al
uls sur 
es donn�ees. Dans le 
adre du Cal
ul des Constru
tions Indu
tives tel qu'il est implant�edans Coq, il n'est pas possible de proposer des stru
tures de donn�ees et des stru
tures de 
al
uldi��erentes pour une même notion math�ematique. Cependant, les outils de haut niveau disponiblesdans Coq pour d�e�nir des fon
tions r�e
ursives g�en�erales permettent de 
ontourner 
ette diÆ
ult�eet de 
onstruire des fon
tions suivant une stru
ture de 
al
ul di��erente de la stru
ture des donn�eesqu'elles manipulent. Ainsi on peut 
onstruire des fon
tions dont la stru
ture de 
al
ul est distin
tede la stru
ture indu
tive des donn�ees sur lesquelles 
al
ulent 
es fon
tions. Pour 
ela, 
es fon
tionssont d�e�nies en utilisant un prin
ipe de r�e
ursion g�en�erale sur un ordre bien-fond�e, 
'est-�a-dire un



1.3. R�esultats obtenus 13ordre pour lequel il n'existe pas de 
hâ�nes in�nies d�e
roissantes. La terminaison de la fon
tion estassur�ee par le typage ; en e�et, �a 
haque appel r�e
ursif, en plus de la nouvelle entr�ee sur laquelle sefait la r�e
ursion, on doit fournir une preuve que 
ette nouvelle entr�ee est bien stri
tement inf�erieure�a l'entr�ee pr�e
�edente pour l'ordre bien fond�e 
onsid�er�e.La r�e
ursion bien fond�ee permet de r�esoudre le probl�eme pos�e par la r�e
ursion stru
turelle, maisil faut aussi proposer une solution pour le �ltrage. Pour 
ela, nous d�e�nissons un type d�ependantde �ltrage. Ce type d�e
rit les di��erentes formes que peut prendre la valeur. Le type est d�ependantde l'objet math�ematique manipul�e, il en donne la forme en fon
tion des �el�ements de base de lath�eorie 
onsid�er�ee. Obtenir des �equations de point-�xe d�e
rivant le 
omportement des fon
tionsn�e
essite de montrer 
ertaines propri�et�es d'uni
it�e des habitants pour 
ha
une des instan
es de 
etype de �ltrage. Cela peut se faire en utilisant la notion d'�egalit�e d�ependante de Coq. C'est unenotion d'�egalit�e diÆ
ile �a manipuler, mais pour laquelle nous d�e
rivons une m�ethode de travailsyst�ematique.D'autre part, tous les d�etails d'une preuve n'apparaissent pas dans le terme de preuve 
orres-pondant. Il est n�e
essaire de proposer des outils pour mettre en �eviden
e les �etapes de raisonnementimpli
ites (
al
uls par r�edu
tion) dans les termes de preuve. Une fois que l'on dispose de tels outils,on peut 
hanger la repr�esentation 
on
r�ete d'une donn�ee (par exemple la repr�esentation �a la Peanodes entiers) dans une th�eorie d�evelopp�ee formellement. Par exemple, on peut 
onstruire �a partird'une th�eorie arithm�etique sur les entiers de Peano une nouvelle th�eorie �equivalente sur les entiersbinaires.1.3 R�esultats obtenusCette th�ese apporte deux 
ontributions prin
ipales. Elle d�emontre que les outils de formalisa-tion a
tuels 
omme Coq et Corre
tness sont bien adapt�es pour faire des preuves formelles de
orre
tion de programmes imp�eratifs. Ces outils permettent de g�erer �a la fois les programmes ayantdes traits imp�eratifs, r�e
ursifs et destru
tifs sur des donn�ees 
omme les tableaux. La preuve de 
or-re
tion du programme de 
al
ul de la ra
ine 
arr�ee pr�esent�ee dans 
e do
ument en est un exemple
ara
t�eristique. C'est la premi�ere fois, �a notre 
onnaissan
e, que le degr�e de d�etail de la v�eri�
ationformelle est si grand. Tous les d�etails de l'implantation e�e
tive en C de l'algorithme sont pris en
ompte dans 
ette d�emonstration, y 
ompris la 
orre
tion de l'arithm�etique de pointeurs utilis�eeainsi que 
elle de la d�elimitation des zones m�emoire a�e
t�ees par les 
al
uls. Ce travail a servid'exemple-test 
ons�equent pour l'outil Corre
tness et a même 
ontribu�e �a son am�elioration etau design de son su

esseur Why.La se
onde 
ontribution de 
e travail est l'�etude du 
hangement de repr�esentation des donn�eesdans une th�eorie d�evelopp�ee formellement. Cette �etude a permis de proposer un nouvel algorithmede mise en �eviden
e des �etapes de raisonnement 
al
ulatoires habituellement invisibles dans lestermes de preuve. Cet algorithme ainsi que les outils de d�e�nition de fon
tions r�e
ursives nonstru
turelles dans Coq ont permis de transformer (quasi-automatiquement) la biblioth�eque Arithde Coq en une nouvelle biblioth�eque arithm�etique utilisant la repr�esentation binaire des entiers.L'utilisateur n'a qu'�a red�e�nir les fon
tions 
omme plus, et
. dans la repr�esentation binaire etmontrer les propri�et�es de base. En plus de 
es r�esultats, nous avons �etudi�e 
omment g�en�eraliser leste
hniques propos�ees dans le 
as non-d�ependant au 
as d�ependant.
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Premi�ere partiePreuve formelle de l'implantation dela ra
ine 
arr�ee de GMP
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17Dans 
ette partie, nous nous int�eressons au 
al
ul eÆ
a
e sur les grands entiers. Cal
uler eÆ-
a
ement sur de grands entiers a de nombreuses appli
ations. Cela permet, entre autres, de fairedu 
al
ul s
ienti�que haute-pr�e
ision et est utile dans le 
adre de la 
ryptographie. Dans 
e 
as, onsouhaite avoir des op�erations eÆ
a
es pour pouvoir g�en�erer des 
l�es, 
oder et d�e
oder un message,ou en
ore 
asser un 
ode. Par exemple, pour d�e
rypter un message 
od�e ave
 RSA, il suÆt de trou-ver un moyen de fa
toriser un grand nombre (
onstitu�e de plusieurs dizaines de milliers de 
hi�res)en deux nombres premiers entre eux. Les biblioth�eques de 
al
ul sur les grands entiers servent ausside support pour le d�eveloppement de biblioth�eque de 
al
ul sur les nombres 
ottants (par exemplela biblioth�eque MPFR [Pol99℄ qui est bas�e sur Gmp [Gra02℄). Ces biblioth�eques sont utilis�ees dansde nombreuses appli
ations embarqu�ees.La n�e
essit�e d'avoir une arithm�etique 
ottante �able est apparue ave
 les in
idents survenussur des syst�emes bas�es sur l'arithm�etique. On peut 
iter entre autres :{ les a

umulations d'erreurs d'arrondis pour un missile Patriot (qui a 
onduit 
et antimissile�a rater le missile qui venait en fa
e . . . ) [Inf92℄,{ le bug de l'algorithme de division du Pentium [Mul95℄,{ ou l'�e
he
 du vol 501 d'Ariane 5 [L+96℄.Un des moyens utilis�es pour s'assurer de la �abilit�e de l'arithm�etique utilis�e dans les syst�emesembarqu�es est de formaliser les algorithmes et les programmes les implantant dans des syst�emesd'aide �a la preuve 
ommeCoq [Coq02℄, HOL [GM93℄, PVS [SOR93℄ ou ACL2 [KMM00b, KMM00a℄.Dans la suite de 
e do
ument, nous pr�esentons une preuve formelle de 
orre
tion de l'implan-tation d'un programme de 
al
ul eÆ
a
e de la ra
ine 
arr�ee pour les grands entiers [Zim99℄. Ceprogramme, qui fait partie de la biblioth�eque de 
al
ul en pr�e
ision arbitraire Gmp, est enti�erementprouv�e 
orre
t dans le syst�eme Coq. Les preuves sont r�ealis�ees en utilisant l'outil Corre
tnesspour g�erer les traits imp�eratifs du programme.Dans le 
hapitre 2, nous pr�esentons une des
ription formelle de la biblioth�equeGmp de 
al
ul surles grands entiers. Cette sp�e
i�
ation est d�e
rite en utilisant le formalisme de l'outil Corre
tnessdistribu�e ave
 le syst�eme Coq.Dans le 
hapitre 3, nous d�e
rivons l'algorithme 
lassique d'extra
tion �a la main d'une ra
ine
arr�ee. Nous pr�esentons ensuite l'algorithme eÆ
a
e de 
al
ul de la ra
ine 
arr�ee pour les grandsentiers propos�e par P. Zimmermann. Nous pr�esentons �egalement les implantations mpn dq sqrtremet mpn sqrtrem de 
et algorithme dans la biblioth�eque de 
al
ul en pr�e
ision arbitraire Gmp. En-�n, nous d�e
rivons une premi�ere version de la sp�e
i�
ation et de la preuve de 
orre
tion de 
etalgorithme.Dans le 
hapitre 4, nous pr�esentons la sp�e
i�
ation �nalement adopt�ee pour l'algorithme de
al
ul de la ra
ine 
arr�ee ainsi que la preuve formelle de 
orre
tion 
orrespondante. Nous d�e
rivonsensuite la preuve formelle de 
orre
tion de son implantation (la fon
tion mpn dq sqrtrem en utilisantles outils Coq et Corre
tness. Le d�eveloppement est assez gros (de l'ordre de 13000 lignes) etn�e
essite l'utilisation de te
hniques avan
�ees de maintenan
e et de r�eutilisation des preuves. Enparti
ulier, nous utilisons une appro
he �a trois niveaux qui permet une d�e
omposition du travailde preuve en plusieurs �etapes distin
tes, plus fa
ile �a g�erer.
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Chapitre 2Sp�e
i�
ation formelle de labiblioth�eque GMPDans 
e 
hapitre, nous pr�esentons la biblioth�eque de 
al
ul sur les grands entiers Gmp. Nousdonnons les sp�e
i�
ations formelles des op�erations de base de 
ette biblioth�eque en utilisant leformalisme de Coq et de l'outil Corre
tness. Cette des
ription formelle est r�ealis�ee �a partirde la do
umentation informelle de Gmp [Gra02℄. Elle sert de base �a la preuve de 
orre
tion del'implantation du 
al
ul de la ra
ine 
arr�ee deGmp pr�esent�ee dans le 
hapitre 4. Elle peut n�eanmoinsêtre r�eutilis�ee sans diÆ
ult�e pour prouver la 
orre
tion d'autres programmes utilisant les fon
tionsde la 
lasse mpn.
2.1 La biblioth�eque GMPLa biblioth�eque Gmp1 [Gra02℄ est une biblioth�eque de 
al
ul arithm�etique multipr�e
ision surles entiers, les rationnels et les nombres 
ottants. Ses op�erations permettent de 
al
uler sur desnombres arbitrairement grands et sont 
on�
ues pour s'ex�e
uter le plus rapidement possible. Labiblioth�eque Gmp est re
onnu 
omme une des meilleures biblioth�eques de 
al
ul sur les grandsentiers �a l'heure a
tuelle.Elle 
omporte plusieurs 
ou
hes. En plus des op�erations arithm�etiques de haut niveau sur lesnombres 
ottants, elle 
ontient une 
lasse de fon
tions de bas niveau ; les fon
tions de 
ette 
lasseont un nom 
ommen�
ant par mpn et traitent les entiers naturels 
od�es dans des tableaux de mots-m�emoire. Un mot-m�emoire (limb dans la terminologie de Gmp) ne 
orrespond pas n�e
essairement�a un mot-ma
hine ; par exemple sur les pro
esseurs MIPS, o�u un mot-ma
hine est 
ompos�e de 64bits, un blo
 peut être de longueur 32.Pour des raisons d'eÆ
a
it�e, la majorit�e de 
es fon
tions sont �e
rites en assembleur (par exemplesur les plate-formes x86). Cependant les deux fon
tions mpn sqrtrem et mpn dq sqrtrem dont nousd�emontrerons la 
orre
tion dans le 
hapitre 4 sont �e
rites en C.1GNU Multiple Pre
ision Arithmeti
 Library 21



22 Chapitre 2. Sp�e
i�
ation formelle de la biblioth�eque GMP2.2 L'outil Corre
tness2.2.1 Preuves formelles de programmes imp�eratifsL'outil Corre
tness permet de d�evelopper, dans le syst�eme Coq, des preuves de 
orre
tiontotale de programmes ayant des traits imp�eratifs. Prouver la 
orre
tion totale d'un programme
onsiste �a montrer, d'une part que 
e programme termine toujours, et d'autre part que le r�esultatretourn�e v�eri�e bien la sp�e
i�
ation du programme.L'outilCorre
tness a �et�e d�evelopp�e 
omme une 
ommande interne �aCoq par Jean-ChristopheFilliâtre [Fil99, Fil01b℄ au 
ours de sa th�ese de do
torat. Depuis, 
et outil a �et�e disso
i�e de Coqet est devenu Why [Fil03℄ : un syst�eme qui permet de faire des preuves de programmes C ou MLet de g�en�erer des obligations de preuves pour di��erents d�emonstrateurs, parmi eux Coq [Coq02℄,PVS [SOR93℄, HOL-Light [Har98℄, haRVey [DR02℄.Du point de vue de l'utilisateur, l'outil Corre
tness prend en entr�ee un programme �e
rit dansun langage d�edi�e pro
he de ML, et pouvant 
ontenir des 
onstru
tions imp�eratives (des a�e
tations,des stru
tures de 
ontrôle 
omme les bou
les par exemple). Ce programme peut 
ontenir des an-notations dans le style de la logique de Floyd-Hoare [Hoa69℄ et est a

ompagn�e d'une sp�e
i�
ationde son 
omportement attendu.L'outil produit, �a partir de 
es donn�ees, une s�erie d'�enon
�es qui 
orrespondent aux propri�et�eslogiques �a v�eri�er pour s'assurer de la 
orre
tion du programme. Ces �enon
�es peuvent alors êtred�emontr�es par l'utilisateur dans le syst�eme Coq.D'un point de vue plus te
hnique, le syst�eme fon
tionne de la mani�ere suivante : l'outil Cor-re
tness analyse statiquement les e�ets de bord du programme fourni en entr�ee. A partir de
ette information, il 
onstruit une tradu
tion fon
tionnelle. Par exemple, si le programme 
onsid�er�ea

�ede �a la r�ef�eren
e x en le
ture seule et la r�ef�eren
e y en le
ture/�e
riture, et retourne une valeurv, alors la tradu
tion fon
tionnelle sera une fon
tion que prend en entr�ee les valeurs de x et y etretourne en plus de la valeur v 
al
ul�ee, la nouvelle valeur de y.De mani�ere g�en�erale, la sp�e
i�
ation d'un programme p peut s'�e
rire de la fa�
on suivante :8x: P (x)) 9y: Q(x; y) (2.1)o�u x repr�esente le ve
teur des entr�ees et y le ve
teur des sorties. P est la pr�e-
ondition de 
eprogramme, 
'est-�a-dire la propri�et�e que doit v�eri�er le ve
teur d'entr�ees x pour que le programme
al
ule e�e
tivement un ve
teur de sorties y tels que x et y soient reli�es par la relation Q. On ditque Q est la post-
ondition du programme p.Prouver la 
orre
tion totale d'un tel programme p 
onsiste �a montrer que la tradu
tion fon
tion-nelle p̂ de p v�eri�e bien la sp�e
i�
ation donn�ee en (2.1). Un m�eta-th�eor�eme, pr�esent�e dans [Fil99℄permet de d�eduire de la 
orre
tion de la tradu
tion fon
tionnelle par rapport �a la sp�e
i�
ationinitiale que le programme initial v�eri�e bien la sp�e
i�
ation qui lui est asso
i�ee.Pour une des
ription plus pr�e
ise du fon
tionnement interne de la 
ommande Corre
tness,le le
teur int�eress�e pourra se reporter �a la th�ese de do
torat [Fil99℄ de Jean-Christophe Filliâtre.2.2.1.1 Di��eren
es s�emantiques entre C et MLLe langage de des
ription de programme de Corre
tness est un langage sp�e
i�que pro
hede ML. Les fon
tions de la biblioth�eque de Gmp que nous souhaitions �etudier sont �e
rites en C.Cependant, pour 
es fon
tions, la s�emantique �a la ML est assez pro
he de la s�emantique du langageC. C'est pourquoi nous avons pu utiliser 
et outil pour prouver les programmes de Gmp.



2.2. L'outil Corre
tness 23A�n d'�eviter tout probl�eme, quelques subtilit�es de la s�emantique de C ont �et�e �evit�ees. En parti-
ulier, nous avons transform�e toutes les instru
tions de la forme 
+=a en des instru
tions de laforme 
=
+a dont la s�emantique est plus 
laire. De plus, les op�erations bit-�a-bit ont seulement �et�emod�elis�ees au niveau arithm�etique plutôt qu'au niveau binaire. Par exemple, l'op�eration de d�e
alagevers la gau
he ou la droite a �et�e mod�elis�ee uniquement en terme de division ou de multipli
ationpar une puissan
e de 2. D'une 
ertaine mani�ere, on peut dire que les op�erations de d�e
alage ne sontpas prouv�ees formellement, mais que l'on suppose leur 
orre
tion.2.2.2 Exemples de d�eveloppementBien qu'�etant un outil r�e
ent, Corre
tness a �et�e utilis�e pour d�evelopper des preuves de pro-grammes non triviaux ; parmi eux, nous pouvons 
iter la preuve formelle du programme Find[Fil01a℄ et les preuves de programmes de tri en pla
e | tri par insertion, tri rapide (qui
ksort) ettri en tas | [FM99℄.Dans le but de montrer 
omment s'utilise l'outil Corre
tness, nous �etudions un exemplejouet : la preuve de 
orre
tion d'un programme na��f de re
her
he de l'indi
e du minimum dans untableau d'entiers.Le programme 
onsid�er�e 
onsiste simplement �a par
ourir le tableau de la gau
he vers la droiteen gardant en m�emoire l'indi
e du plus petit �el�ement ren
ontr�e jusqu'i
i et en le 
omparant ave
l'�el�ement 
ourant du tableau. Le 
ode de 
e programme ainsi que les annotations n�e
essaires pourobtenir des obligations de preuve d�emontrables est donn�e �a la �gure 2.1.Ce programme prend en argument un entier N et un tableau v de longueur N ; il retourne unentier m. L'unique pr�e-
ondition f0 < Ng de 
e programme assure que le tableau v a au moins un�el�ement. La post-
ondition exprime que tous les �el�ements du tableau sont bien sup�erieurs ou �egaux�a l'�el�ement d'indi
e m.Le 
orps de 
e programme est une bou
le while qui it�ere sur le tableau de 0 �a N � 1. Un invariantde 
ette bou
le est donn�e par la formule suivante :0 � i � N ^ 0 � m < N ^ 8j : Z: 0 � j < i! v[m℄ � v[j℄Cette formule sp�e
i�e que i et m restent bien dans les limites du tableau. i peut atteindre N (sinonle test de sortie de bou
le ne s'�evaluerait jamais �a false. Cette formule exprime aussi que l'�el�ementd'indi
e m est bien plus petit que tous les �el�ements du sous-tableau dont les indi
es sont 
omprisentre 0 et i. Le variant N � i est une quantit�e qui diminue �a 
haque it�eration de la bou
le while, 
equi assure que le programme termine.L'ex�e
ution de la 
ommandeCorre
tness sur 
e programme engendre 8 obligations de preuve.Nous donnons une tradu
tion informelle des �enon
�es de 
es obligations de preuve. Celles-
i 
orres-pondent aux r�egles 
lassiques de preuves de programme en Logique de Hoare. Par exemple, lasixi�eme obligation 
onsiste �a montrer, sa
hant que l'invariant est v�eri��e et que le test de la bou
lewhile est faux, que la post-
ondition de la bou
le while est bien v�eri��ee.1. La premi�ere obligation de preuve est une simple v�eri�
ation des 
onditions de borne pourl'a

�es �a un �el�ement d'un tableau.2. Idem.3. I
i, on doit montrer que la post-
ondition de l'instru
tion 
onditionnelle if peut bien êtred�eduite de l'invariant de bou
le quand le test s'�evalue �a vrai.
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i�
ation formelle de la biblioth�eque GMPCorre
tness mymin fun (N:Z)(v:array N of Z) ->{`0<N`}let i = ref `0` in let m = ref `0` inbeginwhile (!i < N)do{invariant `0<=i<=N`/\`0<=m<N`/\(j:Z)(`0<=j<i`)->`(a

ess v m)<=(a

ess v j)`variant `N-i`}(if (v[!i℄ < v[!m℄) then m := !i){`0<=i<=N`/\`0<=m<N`/\(j:Z)(`0<=j<=i`)->`(a

ess v m)<=(a

ess v j)`};i := (Zs !i)done{`N = i` /\(j:Z)(`0 <= j < i` -> `(a

ess v m) <= (a

ess v j)`)};!mend{(j:Z)(`0 <= j < N`) -> `(a

ess v result) <= (a

ess v j)`}.Fig. 2.1 { Programme annot�e de re
her
he de l'indi
e du minimum d'un tableau d'entiers4. Même obligation de preuve dans le 
as o�u le test s'�evalue �a faux.5. On doit montrer, �a partir de la post-
ondition du if, que l'invariant est bien maintenu et quele variant diminue stri
tement �a 
haque it�eration de la bou
le while.6. On doit montrer que lors de la sortie de bou
le, on peut bien �etablir la post-
ondition suivante :{`N = i`/\(j:Z)(`0 <= j < i` -> `(a

ess v m) <= (a

ess v j)`)}.7. On doit montrer que l'invariant est v�eri��e au moment de l'entr�ee dans la bou
le en utilisantla pr�e-
ondition du programme {`0<N`}.8. En�n, on doit montrer que la post-
ondition du programme peut se d�eduire de la post-
ondition de la bou
le while.2.3 Mod�elisationDans 
ette se
tion, nous pr�esentons la mod�elisation 
hoisie pour d�e
rire les op�erations de la 
lassempn deGmp. Nous avons 
hoisi de mod�eliser les op�erations au niveau arithm�etique, sans prendre en
ompte le 
odage binaire des entiers. De plus, nous avons 
hoisi d'avoir une repr�esentation globalede la m�emoire sous la forme d'un seul tableau repr�esentant lin�eairement toute la m�emoire. Cemod�ele s'adapte bien �a la forme des arguments des op�erations de Gmp o�u l'on d�e
rit un nombrepar la position de son mot-m�emoire de poids faible et le nombre de mots-m�emoire qui le 
ompose.Pour 
ha
une des fon
tions dont nous donnons la sp�e
i�
ation formelle dans Coq, nous donnons�a titre de 
omparaison sa sp�e
i�
ation informelle telle qu'on la trouve dans la do
umentation [Gra02℄de Gmp.2.3.1 Mod�elisation de la m�emoireDans notre mod�ele d'ex�e
ution des programmes, la m�emoire est repr�esent�ee par un tableauglobal m de longueur �xe bound. Ses indi
es vont de 0 �a bound � 1. Les pointeurs de C sont
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Fig. 2.2 { Extrait de la do
umentation de Gmprempla
�es par des indi
es dans 
e tableau ; les longueurs sont, quant �a elles, de simples entiersnaturels. Chaque 
ase de 
e tableau 
ontient un mot-m�emoire, 
'est �a dire un entier de taille born�ee(
ompris entre 0 et �). Nous d�e�nissons le type modZ pour d�e
rire de telles donn�ees.modZ� fv : Z j 0 � v < �g:Les mots-m�emoires ne peuvent don
 
ontenir que des nombres positifs born�es par �. Nous fournis-sons une fon
tion modZ to Z qui inje
te les �el�ements de modZ dans Z.2.3.2 Repr�esentation des grands entiersNous d�e�nissons une fon
tion d'interpr�etation des segments de la m�emoire :m; pos; l 7! fpos; lgm.Cette fon
tion retourne l'entier repr�esent�e par un segment de la m�emoire. Elle a trois arguments,le tableau global d�enotant la m�emoire, la position p de d�ebut du segment et sa longueur l. p etl sont des entiers naturels, 
e qui permettra par la suite de faire fa
ilement du raisonnement parr�e
urren
e sur 
es donn�ees. La fon
tion d'interpr�etation est d�e�nie par 
es deux �equations :fpos; 0gm = 0;fpos; l + 1gm = modZ to Z(m[pos℄) + �fpos+ 1; lgm:A partir de 
ette d�e�nition, il est possible de prouver que d�eposer deux nombres a et b 
ôte-�a-
ôtedans la m�emoire suÆt �a 
onstruire un nombre de la forme a�l + b :Impnumber de
ompose : 8m;h; l; p: fp; lgm + �lfp+ l; hgm = fp; l + hgm:Ce th�eor�eme est fa
ilement d�emontr�e par indu
tion sur l.2.3.3 Comportement 
al
ulatoire des fon
tionsMaintenant que nous disposons d'un mod�ele de la m�emoire, nous allons d�e
rire les propri�et�esdes op�erations de la 
lasse mpn deGmp. L'outil Corre
tness permet de d�e
larer des signatures defon
tions sans fournir de d�e�nitions e�e
tives. Par exemple, une version simpli��ee (i.e ne prenant pasen 
ompte la gestion de la m�emoire) de la fon
tion de soustra
tion mpn sub n, dont la sp�e
i�
ationinformelle est donn�ee dans la �gure 2.2, peut être d�e�nie de la mani�ere suivante :Global Variable mpn sub n :fun (posr : nat)(posa : nat)(posb : nat)(l : nat)returns : unitreads mwrites m; rbpost fposr; lgm = (rb � �l + fposa; lgm�)� fposb; lgm�end.
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i�
ation formelle de la biblioth�eque GMPCet extrait de 
ode exprime que mpn sub n prend en entr�ee quatre arguments posr, posa, posb, etl, ne retourne au
une valeur et peut avoir des e�ets de bords sur la m�emoire m et sur la variablebool�eenne rb. Les nombres fournis en entr�ee sont sto
k�es �a l'adresse fposa; lg (resp. fposb; lg) pourle premier (resp. deuxi�eme) argument. La valeur 
al
ul�ee est sto
k�ee �a l'adresse fposr; lg. Dans 
ettedes
ription, il n'y a au
une pr�e-
ondition, 
ependant nous en ajouterons une plus tard lorsque noustraiterons la validit�e des a

�es �a la m�emoire. Une post-
ondition minimale pour mpn sub n indiqueque 
ette op�eration soustrait la valeur du nombre sto
k�e dans la m�emoire initiale (not�ee m�) �al'adresse posa et de longueur l �a la valeur du nombre sto
k�ee �a l'adresse posb de longueur l. Ler�esultat est rang�e �a l'adresse posr dans la m�emoire �nale (m) �a l'ex
eption de la retenue �eventuellequi est sto
k�ee dans la variable globale rb. Cette variable sera positionn�ee �a true lorsque le se
ondargument sera plus grand que le premier, et don
 que le r�esultat du 
al
ul sera un nombre n�egatif. Ler�esultat est rendu positif en lui ajoutant rb ��l, 
e qui est 
oh�erent ave
 la repr�esentation habituelledes nombres n�egatifs en arithm�etique des ordinateurs.2.3.3.1 Gestion de la retenueLa mani�ere de g�erer la retenue peut parâ�tre un peu �etrange. Une solution plus �el�egante aurait�et�e de retourner la retenue 
omme 
'est fait dans le 
ode C. Notre appro
he ne permet pas ded�e
rire dire
tement les propri�et�es alg�ebriques dans lesquels apparaissent des appels de fon
tion. Laraison prin
ipale de 
e 
hoix d'implantation est un probl�eme te
hnique que nous avons ren
ontr�eau d�ebut de notre travail. Nous avons 
ependant test�e la premi�ere solution.Dans la solution que nous avons adopt�ee dans la suite, une expression2 
ommeb = q + mpn_sub_n (np, np, np + n, 2 * l);est transform�ee en les deux lignes suivantes :mpn_sub_n (np, np, np + n, 2 * l);b = q + (bool_to_Z rb);La transformation est la suivante : une fon
tion C qui retourne une valeur est transform�ee ensuivant les deux r�egles suivantes :{ on 
ommen
e par ex�e
uter les pas 
ontenant des e�ets de bord,{ ensuite on �evalue une expression ne 
ontenant plus au
un e�et de bord.Cette te
hnique pr�esente au moins un avantage : elle rend expli
ite l'ordre d'appel des fon
-tions ayant des e�ets de bords. C'est important dans notre �etude puisque nous mod�elisons unprogramme C (o�u l'�evaluation des arguments d'une fon
tion se fait g�en�eralement de gau
he�a droite) dans le langage utilis�e par Corre
tness o�u l'�evaluation se fait de droite �a gau
he.2.3.4 Gestion de la m�emoirePour les fon
tions ayant des e�ets de bord, il n'est pas suÆsant d'exprimer leurs propri�et�esarithm�etiques. Il faut aussi s'assurer que tous les a

�es �a la m�emoire sont valides et que seulela zone de m�emoire sp�e
i��ee est modi��ee. Dans la post-
ondition de la fon
tion mpn sub n, m�repr�esente la m�emoire avant l'ex�e
ution du 
ode et m d�enote la m�emoire apr�es la soustra
tion. Lapost-
ondition propos�ee pour la fon
tion mpn sub n n'est pas 
ompl�ete 
ar elle ne 
ara
t�erise pasles segments de la m�emoire qui ne sont tou
h�es par au
un e�et de bord. Dans 
e paragraphe, nousallons rajouter �a la sp�e
i�
ation les 
ontraintes n�e
essaires pour assurer 
ette propri�et�e.2Cette expression 
orrespond �a la ligne 21 du programme de 
al
ul de la ra
ine 
arr�ee (voir �gure 3.3) que nouspr�esentons dans le 
hapitre 3.
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�es �a la m�emoireLa m�emoire a �et�e d�e
lar�ee 
omme un tableau de taille �xe bound. Par 
ons�equent, tout a

�es �aune position inf�erieure stri
tement �a 0 ou sup�erieure �a bound n'est pas valide.Dans notre exemple mpn sub n, nous devons v�eri�er les propri�et�es suivantes :posa + l � bound; posb + l � bound; posr + l � bound:Comme posa, posb, posr, et l ont �et�e d�e
lar�es de type N, la 
ondition de positivit�e est v�eri��eepar d�e�nition. Les 
onditions pr�e
�edentes sont, quant �a elles, ajout�ees dans les pr�e-
onditions dempn sub n ainsi que dans la des
ription formelle de la plupart des fon
tions de Gmp.Par exemple, pour la fon
tion mpn dq sqrtrem, nous devons v�eri�er les pr�e-
onditions suivantes :np + 2n � bound; sp + n � bound:De 
es deux pr�e-
onditions, nous serons 
apables d'�etablir la validit�e de tous les a

�es �a la m�emoiredans la suite du programme. V�eri�er la validit�e de 
es a

�es 
onsistera simplement �a v�eri�er lavalidit�e d'in�egalit�es lin�eaires sur les indi
es et les longueurs des segments de la m�emoire. De telsin�egalit�es peuvent être d�emontr�ees automatiquement dans Coq en utilisant la ta
tique Omega quiest un pro
�edure de d�e
ision pour l'arithm�etique lin�eaire ave
 in�egalit�es. Nous avons 
onstruit, audessus de la ta
tique Omega, une nouvelle ta
tique SolveBounds qui ajoute dans le 
ontexte desinformations utiles sur les indi
es des tableaux repr�esentant la m�emoire avant d'appeler la ta
tiqueOmega. Cette ta
tique nous permet de montrer automatiquement toutes les propri�et�es reli�ees �a lagestion de la m�emoire dans Gmp.Ta
ti
 Definition SolveBounds b :=(Abstra
t (Try Unfold no_overlap ; Repeat Rewrite two_2;Simpl;Repeat Rewrite <- (plus_sym O);Simpl;Repeat Rewrite inj_plus ; Repeat Rewrite inj_minus1 ;Repeat Rewrite inj_minus_div2;Generalize (div2_le b);Intros ; Omega)).2.3.4.2 Chevau
hement des donn�eesLa sp�e
i�
ation de la plupart des fon
tions de la 
lasse mpn de Gmp exige que les segments dela m�emoire repr�esentant les entr�ees et les sorties soient exa
tement les mêmes ou bien qu'elles ne se
hevau
hent absolument pas. Dans notre exemple mpn sub n, 
ela se traduit par les pr�e-
onditionssuivantes : posr = posa _ posr + l � posa _ posa + l � posrposr = posb _ posr + l � posb _ posb + l � posrposa = posb _ posa + l � posb _ posb + l � posaToutes les 
ontraintes issues de 
es sp�e
i�
ations peuvent être d�emontr�ees automatiquement enutilisant la ta
tique SolveBounds.
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i�
ation formelle de la biblioth�eque GMP2.3.4.3 Stabilit�e de la m�emoireLa plupart des fon
tions laissent une grande partie de la m�emoire in
hang�ee. Le segment de lam�emoire qui re�
oit le r�esultat est bien �evidemment modi��e, mais il faut s'assurer que les e�ets debord de la fon
tion sont bien limit�es �a 
e(s) segment(s). En e�et, il est important de s'assurer queles donn�ees utilis�ees �a un instant donn�e n'ont pas �et�e alt�er�ees aux 
ours des op�erations pr�e
�edentes.La v�eri�
ation de la stabilit�e de la m�emoire est une propri�et�e nouvelle qui apparâ�t ave
 led�eveloppement de preuves formelles. Dans les preuves sur papier, il est impli
ite que les zones dela m�emoire pour laquelle nous n'avons au
une information ne sont pas modi��ees.Dans notre exemple mpn sub n, nous devons ajouter la post-
ondition suivante :8p : nat: 0 � p < bound) p < posr _ posr + l � p) m[p℄ = m�[p℄o�u m[p℄ repr�esente la valeur de la m�emoire �a l'indi
e p apr�es l'ex�e
ution de l'op�eration et m�[p℄ savaleur avant l'ex�e
ution.De telles 
onditions permettent de transformer une preuve d'�egalit�e entre deux valeurs dans des�etats m�emoires di��erents en un ensemble de 
omparaisons fa
ilement prouvables au moyen de lata
tique SolveBounds.2.3.5 Repr�esentation des op�erations binairesLes op�erations binaires 
omme le ou logique et le d�e
alage vers la gau
he ou la droite sontmod�elis�ees au niveau arithm�etique. Ce sont les interpr�etations des segments de la m�emoire quisont reli�ees entre elles et non les valeurs binaires e�e
tives. Dans 
ette se
tion, nous pr�esentons lasp�e
i�
ation formelle de l'op�erateur logique or et de l'op�erateur de d�e
alage vers la droite mpn rshiftqui sont utilis�es dans la preuve de 
orre
tion de la ra
ine 
arr�ee de Gmp.2.3.5.1 L'op�erateur binaire orSous 
ertaines 
onditions, l'op�erateur binaire or appliqu�e �a deux mots permet de les additionner.Lorsque l'une des donn�ees est de la forme �0 � x et que l'autre est stri
tement inf�erieur �a �0, unsimple ou logique permet de faire l'addition de 
es deux nombres. En e�et, pour 
haque positiondans les mots, au plus un des deux bits 
on
ern�es est �a 1 et l'autre �a 0. Par 
ons�equent, l'op�erateurd'addition binaire et le ou logique 
o��n
ident dans 
es 
onditions.Nous avons don
 sp�e
i��e l'op�erateur or en exprimant dire
tement la propri�et�e arithm�etiqueattendue pour 
ette op�eration. Cela 
onduit �a la sp�e
i�
ation suivante :Global Variable I or : (�0 = �=2)fun (p : nat)(y : modZ)returns w : modZreads mpre (modZtoZm[p℄) < �0^ 9yb : Z j 0 � yb � 1! (modZtoZ y) = yb� �0post (modZtoZ w) = (modZtoZm[p℄) + (modZtoZ y)end.Cette sp�e
i�
ation est partielle, elle ne d�e
rit le 
omportement de l'op�eration que pour les entr�eesv�eri�ant une 
ertaine pr�e-
ondition. Comme 
es 
onditions seront r�eunies quand nous utiliserons
ette sp�e
i�
ation dans la preuve de l'implantation de la ra
ine 
arr�ee, 
ela ne posera au
unprobl�eme.
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Fig. 2.3 { Extrait de la do
umentation de Gmp2.3.5.2 L'op�erateur de d�e
alage �a droiteL'op�erateur de d�e
alage vers la droite mpn rshift permet de d�e
aler un blo
 (une s�equen
e demots) d'un 
ertain nombre de bits vers la droite. Cette op�eration permet de faire des op�erations dedivision par des puissan
es de 2 tr�es eÆ
a
ement. Au niveau arithm�etique, l'op�eration de d�e
alagevers la droite est don
 interpr�et�ee 
omme une division par une puissan
e de 2. Nous allons utili-ser 
ette interpr�etation pour d�e
rire formellement mpn rshift dans Coq/Corre
tness. Pour desraisons d'homog�en�eit�e de la sp�e
i�
ation, nous avons 
onsid�er�e que, 
omme pour les autres fon
-tions, les entr�ees et les sorties de mpn rshift ne se 
hevau
hent jamais ; soit elles d�enotent les mêmessegments de la m�emoire, soit elles sont 
ompl�etement disjointes.
Global Variable mpn rshift :fun (posa : nat)(posb : nat)(l : nat)(
ount : nat)returns lower : Zreads mwrites mpre posb � posa ^ posa + l � bound ^ posb + l � bound^(no overlap posa posb l l) ^O < lpost fposa; lgm = (iter Z Zdiv2 
ount fposb; lgm�)^fposb; lgm� = 2
ount � fposa; lgm + lower^8p : nat:0 � p < bound! (p < posa _ posa + l � p)! m[p℄ = m�[p℄end.L'op�eration mpn rshift est utilis�ee dans le 
ode de la fon
tion de 
al
ul de la ra
ine 
arr�ee de Gmp.Dans la preuve de 
orre
tion de 
ette fon
tion C, nous avons utilis�e une sp�e
i�
ation plus sp�e
ialis�eedans le 
as o�u 
ount vaut 1. L'op�eration mpn rshift2 divise son entr�ee par 2 en e�e
tuant un simpled�e
alage de un bit vers la droite. Sa sp�e
i�
ation est la suivante :
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i�
ation formelle de la biblioth�eque GMPGlobal Variable mpn rshift2 :fun (posa : nat)(posb : nat)(l : nat)returns tt : unitreads mwrites mpre posb � posa ^ posa + l � bound ^ posb + l � bound^(no overlap posa posb l l)post fposb; lgm� = 2 � fposa; lgm + (modZtoZ (isEvenOrOdd m�[posb℄))^8p : nat:0 � p < bound! (p < posa _ posa + l � p)! m[p℄ = m�[p℄end.La fon
tion isEvenOrOdd prend en argument v un entier born�e (de type modZ) et retourne 1 en
od�edans le type modZ si v est impair, 0 sinon. Cette fon
tion permet de d�eterminer le bit de poidsfaible du mot fposb; lgm.C'est la sp�e
i�
ation mpn rshift2 que nous utilisons dans la preuve de 
orre
tion de la ra
ine
arr�ee de Gmp. Cependant, nous avons d�emontr�e que la fon
tion mpn rshift2 peut se 
oder �a partirde la fon
tion mpn rshift. Cela s'exprime en Corre
tness par la 
ommande suivante :Corre
tness mpn_rshift2fun (pos_a:nat)(pos_b:nat)(l:nat) ->{`pos_b<=pos_a`/\`pos_a+l<=bound`/\`pos_b+l<=bound`/\(no_overlap pos_a pos_b l l)/\(lt O l)}(mpn_rshift pos_a pos_b l (S O)){`(I m� pos_b l) = 2*(I m pos_a l)+(modZtoZ (isEvenOrOdd m� pos_b))`/\(p:nat)`0<=p<bound`->((lt p pos_a)\/(le (plus pos_a l) p))->(a

ess m p)=(a

ess m� p)}.Dans 
ette sp�e
i�
ation, le bit de poids fort expuls�e du mot au moment du d�e
alage n'est pas
onserv�e, mais on peut le d�eterminer en 
her
hant la parit�e de l'entier 
od�e dans le segment de lam�emoire donn�e en entr�ee.2.4 Travaux 
onnexes2.4.1 Algorithme de division de GMPDans le 
adre de l'A
tion de Re
her
he Coop�erative Arithm�etique des Ordinateurs Certi��ee,la 
orre
tion du programme de division des grands entiers a �et�e d�emontr�ee par Didier Bondyfalat[Bon02℄. Cette formalisation a n�e
essit�e de sp�e
i�er les op�erations de base de la biblioth�eque Gmp.Le niveau de d�etail 
hoisi est beau
oup moins grand que 
elui-
i que nous avons utilis�e pour d�e
rirela biblioth�eque Gmp dans 
e 
hapitre. Par exemple, l'op�eration de soustra
tion mpn sub n estsp�e
i��ee beau
oup plus simplement :Pour tout a et b de longueur n, si (r; 
) = minusw
(n; a; b)
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 = 0 _ 
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i, a et b sont des entiers naturels. Pour 
al
uler la di��eren
e entre a et b, il suÆt de 
omparera et b et d'ajouter �n �a a si sa valeur est stri
tement inf�erieure �a b avant de faire la soustra
tion.Une telle sp�e
i�
ation permet de rendre 
ompte des probl�emes 
omme les d�ebordements, mais nepermet pas de rendre 
ompte de la 
onsommation m�emoire d'une fon
tion 
omme mpn sub n.2.4.2 Arithm�etique r�eelle exa
teDans sa th�ese [MM94℄, V. M�enissier-Morain a propos�e une implantation en pr�e
ision arbitrairede l'arithm�etique r�eelle exa
te. Elle a propos�e une implantation de l'arithm�etique rationnelle, puisdeux implantations des nombres r�eels 
al
ulables en utilisant les nombres B-adiques ou les fra
tions
ontinues. R�e
emment des exp�erien
es ont �et�e faites en vue de prouver la 
orre
tion des algorithmespropos�es pour l'arithm�etique r�eelle exa
te ave
 les nombres B-adiques [Cre02℄.2.4.3 Formalisation de la norme IEEE-754De nombreux 
her
heurs ont travaill�e sur le th�eme de la formalisation des op�erations arithm�etiquesdans les assistants de preuve. La plupart se sont int�eress�es �a l'arithm�etique 
ottante et �a la normeIEEE-754, parmi eux [Har99, Rus99, Min95, DRT01, Ja
01℄. La v�eri�
ation d'algorithmes sur lesnombres 
ottants est plus 
entr�ee sur la 
orre
tion arithm�etique des algorithmes. Les questions d'er-reurs d'arrondis y sont plus importantes. Dans l'arithm�etique enti�ere, le risque d'erreur est moindrequant �a la 
orre
tion des 
al
uls. Cependant, une telle des
ription formelle permet de s'assurer deleur 
orre
tion, de plus elle permet de v�eri�er que tous les d�etails de l'implantation n'introduisentpas d'erreurs dans l'algorithme. P. Loiseleur a men�e la premi�ere exp�erien
e de formalisation enCoq de la norme IEEE-754 dans Coq en 1997 [Loi97℄. Depuis, M. Daumas, L. Rideau, et L. Th�eryont propos�e une formalisation de l'arithm�etique 
ottante dans le syst�eme Coq [DRT01℄. Ils ontd�evelopp�e une biblioth�eque pour une base quel
onque (non n�e
essairement une puissan
e de 2).2.5 Con
lusionDans 
e 
hapitre, nous nous sommes 
on
entr�es sur deux op�erations de la biblioth�eque Gmp,�a savoir mpn sub n et mpn rshift ainsi que sur la sp�e
i�
ation d'une op�eration d'addition sous 
er-taines 
onditions, implant�ee �a l'aide de la 
onstru
tion logique ou. En fait, la plupart des op�erationsde la 
lasse mpn ont �et�e mod�elis�ees en utilisant le formalisme de Coq/Corre
tness. De plus 
ettesp�e
i�
ation a �et�e r�e
emment port�e vers le nouvel outil de v�eri�
ation de programmes Why quirempla
e Corre
tness.Maintenant que nous disposons d'une sp�e
i�
ation formelle de la biblioth�eque Gmp, nous allonspouvoir montrer la 
orre
tion totale de son programme de 
al
ul de la ra
ine 
arr�ee. Dans le 
hapitresuivant, nous revenons sur la fa�
on de 
al
uler eÆ
a
ement la ra
ine 
arr�ee d'un entier. Finalement,dans le 
hapitre 4, nous pr�esentons la preuve du programme de 
al
ul de ra
ine 
arr�ee de Gmp tellequ'elle a �et�e d�evelopp�ee formellement ave
 les outils Coq et Corre
tness.
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Chapitre 3La ra
ine 
arr�ee de GMPDans 
e 
hapitre, nous 
ommen�
ons par pr�esenter la m�ethode d'extra
tion �a la main d'une ra
ine
arr�ee enti�ere telle qu'elle �etait autrefois enseign�ee �a l'�e
ole. Nous d�e
rivons ensuite l'algorithmepropos�e par Paul Zimmermann [Zim99℄ pour l'extra
tion eÆ
a
e de la ra
ine 
arr�ee ainsi que sonimplantation dans la biblioth�eque de 
al
ul Gmp. En�n nous pr�esentons la premi�ere version de lapreuve de 
orre
tion, au niveau abstrait, de 
et algorithme de 
al
ul de ra
ine 
arr�ee.3.1 Extra
tion d'une ra
ine 
arr�ee �a la mainConsid�erons un entier naturel N . Extraire sa ra
ine 
arr�ee 
onsiste �a retourner un 
ouple d'en-tiers (S,R) tel que S = bpN
 et R = N � S2. S est la ra
ine 
arr�ee enti�ere de N et R le reste
orrespondant.Nous reprenons l'algorithme d'extra
tion de la ra
ine 
arr�ee tel qu'il �etait enseign�e �a l'�e
oleavant l'apparition des 
al
ulatri
es dans les salles de 
lasses. Nous pr�esentons 
ette m�ethode surun exemple : l'extra
tion de la ra
ine 
arr�ee de 7421. Le 
al
ul �a la main se pr�esente �a la mani�erequ'une division. 7421 861021 166 � 6=99625Extraire la ra
ine 
arr�ee de n = 7421 
onsiste �a e�e
tuer les �etapes de 
al
ul suivantes :1. On d�e
oupe n en blo
s de deux 
hi�res : n = 100n0 + n00 ave
 (n0 = 74 et n00 = 21).2. On 
al
ule la ra
ine 
arr�ee du nombre form�e par les deux 
hi�res de poids fort n0. I
i n0 vaut74 ; 
ela donne don
 s0 = 8 et r0 = 10. On pla
e s0 = 8 en haut �a droite du s
h�ema et r0 = 10en dessous de 74.3. On abaisse le deuxi�eme blo
 de deux 
hi�res du reste 100r0 + n00 ; dans notre exemple, 
eladonne 1021.4. On 
her
he un 
hi�re x tel que l'expression p = (2s0 � 10 + x) � x soit le plus grand nombreplus petit ou �egal �a 100r0 + n00. Dans notre exemple, on obtient x = 6.5. On soustrait maintenant p de 100r0 + n00, 
ela donne le reste �nal r00 = 25 et la ra
ine 
arr�eeest 10s0 + x, i.e. 86. 33
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ine 
arr�ee de GMPSi on 
onsid�ere l'identit�e remarquable (a+ b)2� a2 = (2a+ b)b, la quatri�eme �etape de l'algorithmepeut être vue 
omme un moyen de terminer de retran
her (a+ b)2 quand on a d�ej�a retran
h�e a2.Cette m�ethode �el�ementaire d'extra
tion de la ra
ine 
arr�ee est un 
as parti
ulier de l'algorithmeque nous allons pr�esenter dans 
e 
hapitre (
as parti
ulier o�u L = � = 10).3.2 L'algorithme implant�e dans GMPL'algorithme dont nous prouvons l'implantation mpn dq sqrtrem dans la suite de 
e do
umentutilise le paradigme pro
he diviser pour r�egner. On va d�e
ouper l'entr�ee en deux parties de mêmelongueur (approximativement), puis 
al
uler r�e
ursivement la ra
ine 
arr�ee sur les mots de poidsfort. A 
ette �etape, il ne restera plus qu'�a e�e
tuer une 
orre
tion du r�esultat obtenu en tenant
ompte de la partie de poids faible de l'entr�ee.On peut voir 
et algorithme 
omme une extension de la m�ethode �el�ementaire pr�esent�ee plushaut en 
onsid�erant des blo
s de taille 2n au lieu de blo
s de taille 2. On peut aussi l'interpr�eter
omme une variante dis
r�ete de la m�ethode de Newton. Classiquement, l'it�eration de Newton pour
al
uler la ra
ine 
arr�ee de a est :xk+1 = xk + a� x2k2xk = 12(xk + axk ):Au lieu de 
al
uler ave
 des nombres 
ottants, 
e qui n�e
essite de re
al
uler la division de a parxk �a 
haque �etape, la variante dis
r�ete met �a jour la valeur du reste a � x2k. Cet algorithme peutêtre utilis�e ave
 n'importe quels algorithmes eÆ
a
es de multipli
ation et de division, ave
 une
omplexit�e de l'ordre de 
M(n), o�u M(n) repr�esente la 
omplexit�e de la multipli
ation de deuxnombres de n bits et o�u 
 est une petite 
onstante [Zur94℄.Algorithm SqrtRem.Input : N > 0 su
h as N > L24 :Output : (S;R) su
h that N = S2 +R with S2 � N < (S + 1)2.0. if N is small then return SqrtRemNaive(N)1. write N as N 0L2 +N1L+N0 where N1; N0 < L and L4 < N 02. (S0; R0) SqrtRem(N 0)3. (Q;R00) DivRem(R0L+N1; 2S0)4. (S;R) (S0L+Q;R00L+N0 �Q2)5. if R < 0 then (S;R) (S � 1; R + 2S � 1)6. return (S;R).Fig. 3.1 { Pseudo-
ode de l'algorithme d'extra
tion de la ra
ine 
arr�eeL'algorithme [Zim99℄ pr�esent�e dans la �gure 3.1 prend en entr�ee un nombre N , le d�e
ompose entrois parties N 0, N1 et N0 (�etape 1). Ensuite il 
al
ule r�e
ursivement la ra
ine 
arr�ee S0 et le resteasso
i�e R0 de la partie plus signi�
ative N 0 (�etape 2). Il re
ompose R0 ave
 N1 et divise le nombreobtenu par 2S0 (�etape 3). Dans 
ette ligne, DivRem repr�esente l'op�eration de division ave
 reste. Ce
al
ul donne une approximation de la ra
ine 
arr�ee. De 
e 
al
ul, on tire le reste (�etape 4). Le signedu reste permet de d�eterminer si l'approximation est exa
te ou trop grande d'une unit�e. Le faitque la surestimation de la ra
ine 
arr�ee soit au plus de 1 est une des propri�et�es fondamentales del'algorithme. Si 
'est n�e
essaire, l'algorithme 
orrige la valeur de la ra
ine 
arr�ee et du reste asso
i�e(�etape 5).
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al
ul de la ra
ine 
arr�ee de GMP 35Dans la suite, nous simulons le fon
tionnement de l'algorithme sur l'entr�ee 2703.2703 52! 51203 20/10=2-11021. On d�e
oupe l'entr�ee n en trois parties n0 = 27, n1 = 0, et n0 = 03.2. On 
al
ule r�e
ursivement la ra
ine 
arr�ee et son reste pour n0 = 27 ; 
ela donne s0 = 5 etr0 = 2. On �e
rit r0=2 en dessous de n0 = 27.3. On abaisse n1, i.e. 0, et on divise le nombre obtenu, 20, par le double de s0 (2s0 = 10). Celadonne q = 2 et r00 = 0. Ainsi l'estimation de la ra
ine 
arr�ee est 10s0 + q = 52.4. On 
al
ule le reste asso
i�e �a l'estimation de la ra
ine 
arr�ee. Pour 
ela, on soustrait q2 �a10r00 + n0 ; 
e qui donne 3 � 22 = �1. L'�egalit�e 2703 = 522 + (�1) est v�eri��ee, mais le resteest n�egatif. Cela signi�e que la ra
ine 
arr�ee a �et�e surestim�ee de 1.5. Finalement, on soustrait 1 �a l'estimation de la ra
ine 
arr�ee. On obtient 51 et le reste estaugment�e de 2 � 52� 1 et vaut don
 102.Dans la suite de 
e 
hapitre, nous allons d�e
rire l'implantation de 
e programme telle qu'elleest faite dans la biblioth�eque Gmp.3.3 Programme de 
al
ul de la ra
ine 
arr�ee de GMPDans les paragraphes pr�e
�edents, nous avons uniquement 
onsid�er�e le 
al
ul de la ra
ine 
arr�eed'un point de vue algorithmique. Dans 
ette se
tion, nous nous int�eressons �a l'implantation e�e
tivede 
et algorithme dans Gmp.Le programme de 
al
ul de la ra
ine 
arr�ee se d�e
ompose en deux fon
tions : la fon
tion debase mpn dq sqrtrem et la fon
tion d'en
apsulation mpn sqrtrem. La premi�ere e�e
tue le 
al
ulr�e
ursif de la ra
ine 
arr�ee telle que nous l'avons pr�esent�e dans les deux se
tions pr�e
�edentes. Cettefon
tion ne 
al
ule la ra
ine 
arr�ee et le reste que pour une 
ertaine 
lasse d'entr�ees. La fon
tiond'en
apsulation mpn sqrtrem a pour unique rôle de transformer l'entr�ee n dont on 
her
he �a 
al
ulerla ra
ine 
arr�ee en une entr�ee a

eptable n0 pour mpn dq sqrtrem. Elle 
al
ule ensuite, �a partir dela ra
ine 
arr�ee s0 et le reste r0 retourn�es par la fon
tion mpn dq sqrtrem, la ra
ine 
arr�ee r et lereste s de l'entr�ee initiale n.3.3.1 Fon
tion d'en
apsulationComme nous l'avons vu dans la se
tion pr�e
�edente, l'algorithme 
al
ule une approximation �a 1pr�es (par ex
�es) de la ra
ine 
arr�ee. Au niveau du programme implant�e dans la biblioth�eque Gmp,pour que l'erreur sur l'approximation ne d�epasse pas 1, il faut s'assurer que l'entr�ee v�eri�e bien une
ertaine 
ondition de normalisation.Soit n le nombre de mots-m�emoire 
omposant l'entr�ee N . La 
ondition de normalisation exigeque n soit pair et que �n4 � N < �n. Si 
e n'est pas le 
as, la fon
tion d'en
apsulation va 
onstruireune nouvelle entr�ee N 0 v�eri�ant la 
ondition de normalisation et qui pourra être trait�ee par leprogramme de 
al
ul ave
 pr�e-
ondition. En base 2, la 
ondition de normalisation exprime que lara
ine 
arr�ee 
al
ul�ee sera pleine, 
'est-�a-dire que son bit de poids fort sera positionn�e �a 1. Pour
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ine 
arr�ee de GMPque 
ette propri�et�e soit v�eri��ee, il suÆt que au moins l'un des deux bits de poids fort de l'entr�eene soit pas nul. C'est 
e qu'exprime la 
ondition �n4 � N < �n.La fon
tion d'en
apsulation mpn sqrtrem re�
oit en entr�ee un nombre N ainsi que le nombre nde mots-m�emoire n�e
essaire pour le repr�esenter. On appelle 
 la moiti�e des z�eros situ�e au d�ebutdu mot de poids fort et tn la valeur de dn2 e. Si N ne v�eri�e pas la 
ondition de normalisation,
'est-�a-dire si n est impair ou si 
 est stri
tement positif, on 
onstruit une entr�ee N1 = 22
�2tn�nN .Ce nombre est normalis�e, on peut don
 utiliser la fon
tion mpn dq sqrtrem pour 
al
uler la ra
ine
arr�ee de N1. On obtient S1 et le reste asso
i�e R1. Il ne reste plus qu'�a d�enormaliser S1 et R1pour en d�eduire la ra
ine 
arr�ee de N et le reste asso
i�e. Nous verrons les d�etails de la preuve de
orre
tion de 
e 
al
ul dans le 
hapitre suivant.Le 
ode de la fon
tion d'en
apsulation est donn�e �a la �gure 3.2. On peut remarquer que lespr�e-
onditions de la fon
tion sont donn�ees sous forme d'assertions dans le 
ode C. Par exemple, la
onditionASSERT (! MPN_OVERLAP_P (sp, (nn+1)/2, np, nn));permet de s'assurer qu'il n'y a pas de re
ouvrement entre fsp; (nn+ 1)=2g et fnp; nng.3.3.2 Programme de 
al
ul de la ra
ine 
arr�ee ave
 pr�e-
onditionLorsque l'entr�ee N est repr�esentable par 2n mots-m�emoire exa
tement et que N v�eri�e la
ondition de normalisation �2n4 � N < �2n, la fon
tion mpn dq sqrtrem permet de 
al
uler la ra
ine
arr�ee de N ainsi que le reste qui lui est asso
i�e.La prin
ipale 
ara
t�eristique de 
ette implantation de mpn dq sqrtrem est qu'elle fon
tionne enpla
e. Le sto
kage de l'entr�ee n�e
essite 2n blo
s de m�emoire, la ra
ine 
arr�ee et le reste n�e
essitent�a eux deux 2n+O(1), 
ependant l'algorithme assure que seulement 3n blo
s sont n�e
essaires poursto
ker tous les 
al
uls interm�ediaires. L'entr�ee est partiellement d�etruite pour sto
ker les 
al
ulsinterm�ediaires et le reste est sto
k�e dans la partie de poids faible de l'entr�ee. L'empla
ement pr�e
iso�u est sto
k�ee le reste est fondamental pour s'assurer de la 
orre
tion du programme.La �gure 3.3 donne le 
ode C de la pro
�edure telle qu'on peut la trouver dans la version4.0.1 de la biblioth�eque Gmp [Gra02℄. Le le
teur attentif aura remarqu�e les similitudes ave
 l'al-gorithme pr�esent�e dans la se
tion pr�e
�edente. On peut 
ependant noter d'importantes di��eren
es.Tout d'abord, le nombre que nous appelons h dans les paragraphes pr�e
�edents s'appelle maintenantn. De plus, il est inutile de 
al
uler des nombres H = �h ou L = �l ainsi que les valeurs N 0, N 00,N1, et N0, puisque 
elles-
i se trouvent sto
k�ees �a un endroit d�etermin�e dans la m�emoire. Si N estun nombre 
od�e sur 2n blo
s et dont le blo
 de poids faible se trouve �a la position np, alors N 0 estun nombre de longueur 2h dont le blo
 de poids faible est �a la position np + 2l, la longueur de N1est l et 
e nombre est sto
k�e �a la position np + l. Finalement N0 se trouve �a la position np, sansavoir au
un 
al
ul suppl�ementaire �a faire. De même, quand on 
al
ule la ra
ine 
arr�ee de N 0 de lamani�ere que le reste R0 est sto
k�e �a la position np + 2l (ave
 la longueur h) et que N1 se trouve �ala position np + l (ave
 la longueur l), alors sans au
un 
al
ul, on obtient R0L + N1 �a la positionnp + l, ave
 la longueur h + l = n. Cette astu
e est utilis�e �a la ligne 14 pour 
onstruire R0L+ N1et �a la ligne 21 pour R00L+N0.Deuxi�emement, la plupart des op�erations binaires sur les grands entiers ont en fait 4 arguments :deux qui indiquent la position du blo
 de poids faible des entr�ees (
es arguments sont des pointeurs),un argument qui indique o�u se trouvera le blo
 de poids faible du r�esultat du 
al
ul ; en�n le dernierargument donne la longueur (
ommune) de 
es trois nombres. Par exemple, la fon
tion mpn sub nest la fon
tion utilis�ee pour faire la soustra
tion d'un nombre de n blo
s ave
 un nombre de n blo
s
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al
ul de la ra
ine 
arr�ee de GMP 37mp_size_t mpn_sqrtrem (mp_ptr sp, mp_ptr rp, mp_sr
ptr np, mp_size_t nn) {mp_limb_t *tp, s0[1℄, 

, high, rl;int 
;mp_size_t rn, tn;TMP_DECL (marker);ASSERT (nn >= 0);if (nn == 0) /* If OP is zero, both results are zero. */return 0;ASSERT (np[nn-1℄ != 0);ASSERT (rp == NULL || MPN_SAME_OR_SEPARATE_P (np, rp, nn));ASSERT (rp == NULL || ! MPN_OVERLAP_P (sp, (nn+1)/2, rp, nn));ASSERT (! MPN_OVERLAP_P (sp, (nn+1)/2, np, nn));high = np[nn-1℄;if (nn == 1 && (high & MP_LIMB_T_HIGHBIT))return mpn_sqrtrem1 (sp, rp, np);
ount_leading_zeros(
, high);
 = 
 / 2; /* we have to shift left by 2
 bits to normalize {np, nn} */tn = (nn+1) / 2; /* 2*tn is the smallest even integer >= nn */TMP_MARK (marker);if ((nn % 2) || (
 > 0)) {tp = TMP_ALLOC_LIMBS (2 * tn);tp[0℄ = 0; /* needed only when 2*tn > nn, but saves a test */if (
) mpn_lshift(tp + 2*tn - nn, np, nn, 2 * 
);else MPN_COPY (tp + 2*tn - nn, np, nn);rl = mpn_dq_sqrtrem (sp, tp, tn);/* we have 2^(2k)*N = S^2 + R where k = 
 + (2tn-nn)*BITS_PER_MP_LIMB/2,thus 2^(2k)*N = (S-s0)^2 + 2*S*s0 - s0^2 + R where s0=S mod 2^k */
 += (nn % 2) * BITS_PER_MP_LIMB / 2; /* 
 now represents k */s0[0℄ = sp[0℄ & (((mp_limb_t) 1 << 
) - 1); /* S mod 2^k */rl += mpn_addmul_1 (tp, sp, tn, 2 * s0[0℄); /* R = R + 2*s0*S */

 = mpn_submul_1 (tp, s0, 1, s0[0℄);rl -= (tn > 1) ? mpn_sub_1(tp + 1, tp + 1, tn - 1, 

) : 

;mpn_rshift (sp, sp, tn, 
);tp[tn℄ = rl;if (rp == NULL) rp = tp;
 = 
 << 1;if (
 < BITS_PER_MP_LIMB) tn++; else { tp++; 
 -= BITS_PER_MP_LIMB; }if (
) mpn_rshift (rp, tp, tn, 
); else MPN_COPY_INCR (rp, tp, tn);rn = tn;}else {if (rp == NULL)rp = TMP_ALLOC_LIMBS (nn);if (rp != np) MPN_COPY (rp, np, nn);rn = tn + (rp[tn℄ = mpn_dq_sqrtrem (sp, rp, tn));}MPN_NORMALIZE (rp, rn);TMP_FREE (marker);return rn;} Fig. 3.2 { Le 
ode C de la fon
tion d'en
apsulation mpn sqrtrem



38 Chapitre 3. La ra
ine 
arr�ee de GMP1 int mpn_dq_sqrtrem(mp_ptr sp, mp_ptr np, mp_size_t n){2 mp_limb_t q; /* 
arry out of {sp, n} */3 int 
, b; /* 
arry out of remainder */4 mp_size_t l, h;56 ASSERT (np[2*n-1℄ >= MP_LIMB_T_HIGHBIT/2);78 if (n == 1) return mpn_sqrtrem2(sp, np, np);910 l = n / 2;11 h = n - l;12 q = mpn_dq_sqrtrem (sp + l, np + 2 * l, h);13 if (q) mpn_sub_n (np + 2 * l, np + 2 * l, sp + l, h);14 q += mpn_divrem (sp, 0, np + l, n, sp + l, h);15 
 = sp[0℄ & 1;16 mpn_rshift (sp, sp, l, 1);17 sp[l-1℄ |= q << (BITS_PER_MP_LIMB - 1);18 q >>= 1;19 if (
) 
 = mpn_add_n (np + l, np + l, sp + l, h);20 mpn_sqr_n (np + n, sp, l);21 b = q + mpn_sub_n (np, np, np + n, 2 * l);22 
 -= (l == h) ? b : mpn_sub_1 (np+2*l,np+2*l,1,b);23 q = mpn_add_1 (sp + l, sp + l, h, q);2425 if (
 < 0) {26 
 += mpn_addmul_1 (np, sp, n, 2) + 2 * q;27 
 -= mpn_sub_1 (np, np, n, 1);28 q -= mpn_sub_1 (sp, sp, n, 1);29 }30 return 
;31} Fig. 3.3 { Le 
ode de la fon
tion mpn dq sqrtrem distribu�ee dans Gmp 4.0.1et le r�esultat est un nombre de n blo
s. Les op�erations 
omme l'addition ou la soustra
tion peuventprovoquer des d�ebordements, 
ela 
orrespond �a la mise �a 1 du bit retourn�e par l'op�eration.La fon
tion de 
al
ul de la ra
ine 
arr�ee peut elle aussi 
onduire �a un d�ebordement. Si l'on
al
ule la ra
ine 
arr�ee d'un nombre (dont le repr�esentation tient dans 2n blo
s, la ra
ine 
arr�eetiendra dans n blo
s. Cependant, on sait seulement que le reste de la ra
ine 
arr�ee est inf�erieur ou�egal �a deux fois la ra
ine 
arr�ee, et pour 
ette raison il se peut qu'il ne tienne pas dans n blo
s. Lebit de d�ebordement est la valeur retourn�ee par la fon
tion.Troisi�emement, il n'y a pas de division de R0L+N1 par 2S0 
omme 
'est sp�e
i��e dans l'algorithme3.2. Une telle division n�e
essiterait de 
onstruire le nombre 2S0 et don
 de trouver un empla
ementdans la m�emoire o�u le sto
ker. Pour �eviter 
ela, la division par 2S0 se fait en deux �etapes : lapremi�ere 
onsiste �a diviser R0L+N1 par S0 ; la se
onde �etape 
onsiste �a diviser le quotient obtenupar 2 (ligne 16), en prenant soin de mettre �a jour le reste si le quotient est impair (ligne 19). Ce



3.3. Programme de 
al
ul de la ra
ine 
arr�ee de GMP 39pro
�ed�e se situe entre les lignes 13 �a 19 du programme 3.3. Les 
al
uls e�e
tifs seront d�e
rits plusen d�etail �a la se
tion 4.5.3.3.2.1 Utilisation de la m�emoire par mpn dq sqrtrem
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R S
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S’ QR’’Q2

Division de R’L+N1 par S’

Calcul du carré de Q

Division par 2 (par décalage)

0Soustraction de Q   à R’’L+N

spnp

2

Calcul de la racine carrée S’ de N’ et du reste associé R’

Fig. 3.4 { Utilisation de la m�emoire au 
ours de l'ex�e
ution de l'algorithme : Les bits de poidsfort se trouvent �a gau
he. Les ha
hures obliques repr�esentent des donn�ees inutiles. Les ha
hureshorizontales 
ara
t�erisent les entr�ees de l'op�eration �a venir. Les zones quadrill�ees repr�esentent lessorties de l'op�eration pr�e
�edente. Les bits de poids sont �a gau
he.Initialement, l'entr�ee se trouve �a l'adresse fnp; 2ng. La premi�ere �etape 
onsiste �a 
al
uler lara
ine 
arr�ee de la partie de poids fort de l'entr�ee. Cela donne la partie de poids fort de la ra
ine
arr�ee et un reste que l'on va sto
ker dans la partie de poids faible de l'entr�ee . . .
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ine 
arr�ee de GMP3.4 Preuve initiale de l'algorithmeDans [Zim00℄, P. Zimmermann pr�esente une preuve sur papier de la 
orre
tion de l'implan-tation de 
et algorithme de 
al
ul de la ra
ine 
arr�ee. Cette preuve d�etaill�ee 
onsiste en la four-niture du 
ode C de la fon
tion mpn dq sqrtrem et de la fon
tion d'en
apsulation mpn sqrtrem.La d�emonstration de la 
orre
tion de la fon
tion mpn dq sqrtrem tient sur moins de deux pages[Zim00, pp. 8{9℄. C'est 
ette d�emonstration formelle au sens math�ematique du terme qui nous sertde base pour r�ealiser la preuve de 
orre
tion de mpn dq sqrtrem aussi bien au niveau des 
al
ulsarithm�etiques que de l'implantation en C.Une premi�ere preuve (au niveau abstrait) a �et�e d�evelopp�ee par P. Zimmermann en 
ollaborationave
 des membres du projet Lemme. La mani�ere de sp�e
i�er les propri�et�es de l'algorithme de 
al
ulde la ra
ine 
arr�ee �etait di��erente de 
elle �nalement adopt�ee. En parti
ulier, elle faisant apparâ�tredans la sp�e
i�
ation du 
al
ul la 
onstante H.(SqrtremProp N H S R) � 8>>>><>>>>: N = S2 +R0 � RR � 2� SH � 2� SS < Ho�u N est l'entr�ee fournie �a l'algorithme, S la ra
ine 
arr�ee enti�ere, R le reste asso
i�ee et H la
onstante utilis�ee pour la d�e
omposition de l'entr�ee. Dans le 
hapitre suivant, nous reprenons 
ettepreuve abstraite avant de pr�esenter la preuve de 
orre
tion de l'implantation elle-même. Cettepreuve a �et�e modi��ee pour avoir une sp�e
i�
ation de l'algorithme de 
al
ul de la ra
ine 
arr�ee quisoit ind�ependante de H.3.5 Con
lusionDans 
e 
hapitre, nous avons pr�esent�e l'algorithme de 
al
ul eÆ
a
e de la ra
ine 
arr�ee implant�edans Gmp. L'obje
tif suivant est de montrer la 
orre
tion de la fon
tion mpn dq sqrtrem de 
al
ulde la ra
ine 
arr�ee de Gmp. C'est 
e que nous allons �etudier dans le 
hapitre suivant.



Chapitre 4Preuve formelle de la ra
ine 
arr�ee deGMPDans 
e 
hapitre, nous pr�esentons une preuve formelle de 
orre
tion de la fon
tionmpn dq sqrtremde Gmp. Trois preuves 
orrespondant �a des niveaux d'abstra
tion di��erents sont pr�esent�ees. Toutd'abord nous pr�esentons la preuve de 
orre
tion de l'algorithme en ne 
onsid�erant que les 
al
ulsarithm�etiques n�e
essaires pour extraire la ra
ine 
arr�ee. Dans un deuxi�eme temps, nous proposonsune des
ription fon
tionnelle de l'algorithme. Finalement, nous prouvons la 
orre
tion du 
ode telqu'il est fourni dans la biblioth�eque Gmp.Au 
ours de 
es trois �etapes, nous sommes amen�es �a raÆner les stru
tures de donn�ees 
onsid�er�ees.Dans la premi�ere �etape, l'algorithme manipule des entiers relatifs de type Z alors qu'au niveau del'implantation, le programme ne manipule que des entiers born�es (en
od�es sous forme de tableauxde mots-m�emoire).Toutes 
es preuves pr�esent�ees 
i-dessous ont �et�e d�evelopp�ees formellement dans l'assistant depreuves Coq. La stru
ture du 
hapitre reprend l'ordre de pr�esentation de la preuve de 
orre
tion
hoisi dans l'arti
le [BMZ02℄ �e
rit ave
 Y. Bertot et P. Zimmermann.4.1 Des
ription formelle et preuve de l'algorithmeLa premi�ere �etape de 
e travail 
onsiste �a montrer la 
orre
tion de l'algorithme �a un niveau tr�esabstrait. Nous 
ommen�
ons par d�e
rire le fon
tionnement de l'algorithme sur les entiers relatifs. A
e niveau d'abstra
tion, nous ne traitons pas les questions relatives �a la gestion de la m�emoire etaux probl�emes de d�ebordement arithm�etique.La sp�e
i�
ation d'un algorithme de 
al
ul de la ra
ine 
arr�ee peut être d�e
rite de la fa�
onsuivante : l'algorithme prend en entr�ee un entier N stri
tement positif et retourne deux entiers Set R. Ces entiers N , S, et R sont reli�es entre eux par la propri�et�e suivante :SqrtremProp(N;S;R) : 8<: N = S2 +R;0 < S;0 � R � 2S:La propri�et�e R � 2S garantit que N < (S + 1)2, et don
 que S = bpN
.Comme nous l'avons vu dans le 
hapitre pr�e
�edent, nous avons deux parties pour notre al-gorithme : un algorithme r�e
ursif ave
 une 
ondition de normalisation sur ses entr�ees et un al-gorithme d'en
apsulation. Dans un premier temps, nous ne 
onsid�erons que l'algorithme de base41
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ine 
arr�ee de GMP(
'est-�a-dire l'algorithme r�e
ursif ave
 pr�e-
ondition dont l'implantation dans Gmp est la fon
tionmpn dq sqrtrem).4.1.1 Condition de normalisationSoit � la base, 
'est-�a-dire le plus grand nombre qui peut être en
od�e dans un blo
 (limb dansle jargon anglophone de Gmp) plus un.L'algorithme interne prend en entr�ee un nombre N 2 Z tel que N > 0. On suppose que 
enombre est normalis�e, 
'est-�a-dire que : �2n4 � N < �2n:Si � est une puissan
e de 2, 
ela signi�e que les deux bits les plus signi�
atifs de N ne sont passimultan�ement nuls. Cette 
ondition garantit que l'�e
riture de la ra
ine 
arr�ee S de N n�e
essiteraexa
tement n mots-m�emoire (limbs) dans la base �.L'algorithme 
ommen
e par d�e
omposer son entr�ee en deux parties, ses mots de poids forts etses mots de poids faible. Cela 
orrespond �a une division par �2bn2 
. Le diviseur e�e
tif peut êtrevu de fa�
on plus abstraite en 
onsid�erant deux entiers H et L o�u L vaut �bn2 
. Les entiers H et Ldoivent v�eri�er les 
onditions suivantes : H � L (4.1)L > 0 (4.2)et HL = �n: (4.3)On verra plus tard que H doit n�e
essairement être pair. Les entiers H et L joueront un rôle tr�esimportant dans la des
ription formelle de l'algorithme. La 
ondition de normalisation peut êtrereformul�ee en fon
tion de H et L de la mani�ere suivante :(HL)24 � N < (HL)2:N�eanmoins, nous adoptons la formulation suivante qui �evite d'utiliser l'op�eration de division surles entiers : N < (HL)2 � 4N: (4.4)4.1.2 �Etapes de 
al
ulDans 
ette partie, nous d�e
rivons, pas �a pas, les 
al
uls e�e
tu�es par l'algorithme. Nous 
om-men�
ons par d�e
ouper N en deux parties N 0 et N 00, o�u N 0 est la partie la plus signi�
ative de Net N 00 la partie la moins signi�
ative :N = N 0L2 +N 00; 0 � N 00 < L2:La ra
ine 
arr�ee de N 0 est 
al
ul�ee en appelant r�e
ursivement l'algorithme et retourne les valeursS0 et R0 qui sont la ra
ine 
arr�ee (resp. le reste) du 
al
ul de ra
ine 
arr�ee de N 0. De fa�
on formelle,on a la propri�et�e SqrtremProp(N 0; S0; R0), 
'est-�a-dire :(N 0 = S02 +R0) ^ (0 < S0) ^ (0 � R0 � 2S0):



4.1. Des
ription formelle et preuve de l'algorithme 43Ensuite N 00 est d�e
oup�e en deux parties :N 00 = N1L+N0; ave
 0 � N0; N1 < L,et R0L+N1 est divis�e par 2S0. Cela donne un quotient Q et un reste R00 :R0L+N1 = Q(2S0) +R00; ave
 0 � R00 < (2S0).Toutes 
es �etapes de 
al
ul 
onduisent au r�esultat suivant :N = N 0L2 +N1L+N0= (S02 +R0)L2 +N1L+N0= (S0L)2 + (R0L+N1)L+N0= (S0L)2 + (2S0Q+R00)L+N0= (S0L+Q)2 + (R00L+N0 �Q2): (4.5)Ces �equations font penser que (S0L + Q) pourrait être la ra
ine 
arr�ee enti�ere de N . Nous allonsmontrer que 
e nombre est en tout 
as tr�es pro
he de la valeur exa
te de la ra
ine 
arr�ee. Il s'agit soitde la ra
ine 
arr�ee exa
te, soit d'une surestimation d'une unit�e seulement. Les propri�et�es L � 2S0et Q � L sont fondamentales pour �etablir 
e r�esultat. Intuitivement, 
ela signi�e que la partiede poids fort de la ra
ine 
arr�ee 
al
ul�ee au 
ours de l'appel r�e
ursif est suÆsamment grande parrapport �a la partie de poids faible de l'entr�ee. C'est assez logique sa
hant que l'algorithme SqrtRemest simplement une variante de la m�ethode de Newton, o�u la pr�e
ision est doubl�ee �a 
haque �etape.4.1.3 Une borne inf�erieure sur la ra
ine 
arr�ee S'La propri�et�e de normalisation, l'�equation de d�e�nition de N 0 et de N 00 et la borne sur N 00permettent de d�eduire les deux in�egalit�es suivantes :H2L2 � 4(N 0L2 +N 00) < 4(N 0 + 1)L2:Supposons que H est pair. On peut 
onsid�erer H 0 = H2 et simpli�er l'in�egalit�e pr�e
�edente :H 02 < N 0 + 1elle-même �equivalente �a H2 � 4N 0:De plus, il est �evident queN 0 est n�e
essairement plus petit queH2 ; par 
ons�equent les pr�e-
onditions�a l'appel r�e
ursif de l'algorithme sont bien v�eri��ees. Comme S0 est la ra
ine 
arr�ee de N 0 et queL � H, on en d�eduit l'in�egalit�e suivante pour S0 :L � 2S0: (4.6)4.1.4 Une borne sup�erieure pour le quotient QLe nombre Q est le quotient d'une division ; on a don
 (2S0)Q + R00 = R0L + N1. S0 et R0proviennent du 
al
ul r�e
ursif de la ra
ine 
arr�ee, don
 R0 � 2S0. Comme N1 < L � 2S0, on obtient2S0Q+R00 < 2S0(L+ 1):Sa
hant que R00 est positif, on en d�eduit queQ � L: (4.7)
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ine 
arr�ee de GMP4.1.5 Pas de sous-estimation de la ra
ine 
arr�eeNous montrons que S0L+ Q est plus grand ou �egal �a la ra
ine 
arr�ee enti�ere re
her
h�ee. Pour
ela, il suÆt de montrer que S0L+Q+1 est une surestimation, 
'est-�a-dire que N < (S0L+Q+1)2.Cela revient �a d�emontrer que N � (S0L+Q)2 � 2(S0L+Q) ; en utilisant l'�equation (4.5), on arrive�a l'in�egalit�e : R00L+N0 �Q2 � 2(S0L+Q):On sait que R00 � 2S0� 1 et que N0 < L, puisque R00 et N0 sont les restes de division par 2S0 et L.De l�a, on d�eduit que : R00L+N0 � (2S0 � 1)L+ L = 2S0LEn utilisant le fait que Q est positif, on �etablit la s�erie d'in�egalit�es suivante :R00L+N0 �Q2 � R00L+N0 � 2S0L � 2(S0L+Q):4.1.6 Une borne sur la surestimationLe 
andidat S0L + Q peut toujours être une approximation par ex
�es. Si 
'est le 
as, alorsS0L+Q� 1 est un autre 
andidat pour la ra
ine 
arr�ee et le reste asso
i�e estR00L+N0 �Q2 + 2(S0L+Q)� 1: (4.8)Il suÆt de montrer que 
ette expression est toujours positive ou nulle. Tout d'abord la borneinf�erieure (4.6) sur 2S0 et la borne sup�erieure (4.7) sur L permet d'�etablir les in�egalit�es suivantes :Q� 1 � L � 2S0:Nous savons don
 que Q� 1 � 2S0 et Q� 1 � L. Si Q � 1, on peut en d�eduire l'in�egalit�e suivante :(Q� 1)2 � 2S0L;qui est aussi vraie pour Q = 0 puisque S0 et L sont stri
tement positifs. L'in�egalit�e pr�e
�edente peutdon
 se r�e�e
rire en : 0 � 2(S0L+Q)�Q2 � 1:Comme N0, L, et R00 sont positifs ou nuls, on peut ajouter R00L+N0 au membre droit de l'in�egalit�e,
e qui prouve que le reste 
orrig�e est bien positif ou nul.Les r�esultats des deux paragraphes pr�e
�edents montrent que la ra
ine 
arr�ee est soit S0L+Q,soit S0L+Q�1. Pour d�eterminer la bonne valeur, il suÆt d'�etudier le signe du reste R00L+N0�Q2.Si le reste est positif ou nul, on sait d�ej�a que R00L + N0 � Q2 � 2(S0L + Q) ; les deux 
onditionssur le reste sont don
 bien v�eri��ees. Si le reste est n�egatif, on lui ajoute alors 2(S0L + Q) � 1, 
equi donne bien une valeur positive ou nulle. Il ne reste plus qu'�a v�eri�er que 
ette nouvelle valeurest bien inf�erieure ou �egale �a 2(S0L+Q� 1). C'est imm�ediat sa
hant que 
ette valeur est obtenueen additionnant une valeur stri
tement n�egative �a 2(S0L+Q)� 1.



4.2. Preuve abstraite de l'en
apsulateur 454.1.7 Liens entre H, L, et la base �La 
ondition de normalisation impose que�2n4 � N < �2n:Les nombres H et L sont simplement utilis�es pour abstraire la base durant la preuve abstraite del'algorithme. Cependant, nous devons les relier �a la base � et 
omprendre 
omment leurs propri�et�espeuvent être interpr�et�ees en termes de propri�et�es de la base.Tout d'abord, H et L doivent v�eri�er les propri�et�es HL = �n et L � H. L = �l et H = �n�lave
 l � n2 sont des valeurs 
onvenables, par exemplel = bn2 
; L = �l; H = �n�l:Pour les appels r�e
ursifs, 
ela assure que la longueur (nombre de mots-m�emoire) du nombre d�e
rô�t�a 
haque appel, ex
ept�e pour n = 1. Con
r�etement, 
ela signi�e que l'algorithme n�e
essite un autrealgorithme pour 
al
uler la ra
ine 
arr�ee des nombres N tels que �24 � N < �2. Une telle fon
tion(mpn sqrtrem2) est fournie par la biblioth�eque Gmp. Nous n'avons pas 
erti��e 
ette fon
tion, maisseulement suppos�e qu'elle v�eri�e la sp�e
i�
ation SqrtremProp.La derni�ere 
ontrainte que nous avons ren
ontr�e dans la preuve abstraite est que H doit êtrepair. Comme HL = �n, 
ela impose que � soit pair. En pratique, 
ela signi�e que l'on peut adapterfa
ilement l'algorithme pour n'importe quelle base paire, en parti
ulier la base 10.C'est l'hypoth�ese que H est pair qui permet de montrer que L � 2S0 ; puis d'en d�eduire queQ � L. Ces deux in�egalit�es permettent de montrer que le reste 
orrig�e (4.8) est toujours positif ounul, et don
 qu'une seule 
orre
tion au plus est n�e
essaire.Notre algorithme ne fon
tionne pas lorsque H est impair. En e�et, supposons H impair. Lesbornes �etablies pr�e
�edemment (4.6) et (4.7) ne sont pas vraies lorsque L = H = 2S0+1 et Q = L+1,ave
 l'entr�ee 14L4 + 12L3 + 14L2 � L. Consid�erons par exemple H = L = 3, et N = 33. La premi�ereapproximation de la ra
ine 
arr�ee et du reste est (7;�16), l'approximation 
orrig�ee vaut (6;�3),par 
ons�equent il faut au moins deux 
orre
tions dans 
e 
as pour obtenir la valeur 
orre
te de lara
ine 
arr�ee.4.2 Preuve abstraite de l'en
apsulateurLa fon
tion de 
al
ul de la ra
ine 
arr�ee mpn sqrtrem n'a pas de pr�e-
ondition demandant quel'entr�ee soit normalis�ee ou que sa longueur soit paire. En pratique, tous les nombres sont fournisave
 leur longueur, la fon
tion mpn sqrtrem prend don
 en entr�ee un entier N et un nombre n telque 0 < N < �n. n repr�esente le nombre de mots-m�emoire n�e
essaire pour �e
rire N en m�emoire.Si N v�eri�e la 
ondition de normalisation de mpn dq sqrtrem, 
'est-�a-dire si n est pair et�n4 � N < �n, la ra
ine 
arr�ee peut être 
al
ul�ee par l'algorithme de base. Sinon, une pro
�edured'en
apsulation se 
harge de transformer N en une entr�ee 
orre
te pour l'algorithme de base,d'e�e
tuer le 
al
ul de ra
ine 
arr�ee ave
 l'algorithme de base, puis d'interpr�eter le r�esultat pourretourner la ra
ine 
arr�ee de N et le reste asso
i�e.Dans 
e paragraphe, nous d�e
rivons la preuve formelle (au niveau math�ematique) de l'algo-rithme.Soit 
 la moiti�e du nombre de z�eros situ�es au d�ebut du blo
 de poids fort de N . On d�e�nit tnpar tn = dn2 e. On distingue deux 
as, soit even(n) ^ 
 = 0, soit odd(n) _ 
 > 0. Dans le premier
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as, si 
 vaut 0, 
ela signi�e que N est normalis�e. En e�et, 
ela signi�e que N a au plus un z�ero aud�ebut. Par 
ons�equent, un des deux bits de poids fort vaut 1. Dans le 
as o�u odd(n) _ 
 > 0, 
'estun peu plus te
hnique. On 
ommen
e par 
onstruire une nouvelle entr�ee N1. N1 sera normalis�e parrapport �a 2tn : N1 = 22
�2tn�nNOn d�e�nit k 
omme 
 + (2tn � n)b=2 o�u b est le nombre de bits d'un mot-m�emoire (limb enlangage Gmp). (2tn� nn) vaut 0 ou 1 en fon
tion de la parit�e de n. k doit être une valeur enti�ere,par 
ons�equent b doit être pair. Cette 
ondition n'apparâ�t pas dans la preuve informelle donn�ee parP. Zimmermann [Zim00, pp. 9-10℄. Au d�epart, nous nous sommes trouv�es bloqu�es dans la preuveen Coq. En e�et, 
ette propri�et�e �etait fondamentale pour pouvoir 
on
lure.Nous avons don
 N1 = 22kN . Comme N1 est normalis�e, on peut 
al
uler deux nombres S1 etR1 v�eri�ant les propri�et�es suivantes :N1 = S21 +R1 R1 � 0 R1 � 2S1 (4.9)L'�equation liant N1, S1, et R1 peut se transformer en22kN = (S1 � s0)2 + 2S1s0 � s20 +R1o�u s0 = S mod 2k. Il nous faut maintenant montrer que S1 � s0 (resp. 2S1s0 � s20 + R1) peut êtredivis�e par 2k (resp. 22k). Cela signi�e que nous devons 
al
uler deux entiers S et R tels queS1 � s0 = 2kSet que 2S1s0 � s20 +R1 = 22kRFinalement, nous montrons simplement que N , S, et R v�eri�ent bien la propri�et�e SqrtremProp, �asavoir : N = S2 +R 0 < S 0 � R � 2SNous d�e
rivons i
i 
omment montrer que R � 2S. Comme R1 � 2S1, on a S21 � N1 < (S1 + 1)2.Cette in�egalit�e peut se r�e�e
rire de la mani�ere suivante :(2kS + s0)2 � 22k �N < (2kS + s0 + 1)2Comme s0 � 0, on en d�eduit que (2kS)2 � (2kS + s0)2. De même, on d�eduit de s0 < 2k que22kN � (2k(S + 1))2. A 
e stade, nous avons montr�e que(2kS)2 � 22k �N < (2k(S + 1))2En divisant par 22k, on obtient le r�esultat attendu, �a savoir S2 � N < (S + 1)2. De l�a, il est fa
ilede montrer R � 2S en d�eveloppant (S + 1)2 et en rempla�
ant N par S2 +R.Jusqu'i
i, nous avons simplement �etabli des relations formelles entre des variables. Nous n'avonspas d�e
rit d'algorithme e�e
tif de 
al
ul de la ra
ine 
arr�ee. Par exemple, nous avons seulementreli�e N et N1 par une �egalit�e, mais nous n'avons pas donn�e de moyens de 
al
uler N1 �a partir deN . Dans la pro
haine se
tion, nous allons 
onstruire en Coq un programme fon
tionnel r�e
ursif de
al
ul e�e
tif de la ra
ine 
arr�ee. La des
ription abstraite faite dans 
ette se
tion servira �a prouverla 
orre
tion de 
e programme.



4.3. Des
ription fon
tionnelle de l'algorithme 474.3 Des
ription fon
tionnelle de l'algorithmeDans 
ette se
tion, nous donnons une des
ription fon
tionnelle de l'algorithme dans Coq. Cela
onsiste �a fournir un programme fon
tionnel 
al
ulant la ra
ine 
arr�ee dont le type est exa
tementsa sp�e
i�
ation.La des
ription abstraite de l'algorithme de base de 
al
ul de ra
ine 
arr�ee pr�esent�ee dans lase
tion pr�e
�edente met en relation les r�esultats interm�ediaires du 
al
ul de la ra
ine 
arr�ee, maisne donne pas de moyen e�e
tif de 
al
uler �a partir d'une entr�ee. Il ne donne au
une garantie surl'ad�equation des entr�ees ave
 les pr�e-
onditions des di��erentes fon
tions et de leurs appels r�e
ursifs.Pour que la des
ription de l'algorithme soit 
ompl�ete, il faut que l'on dispose d'un programmeex�e
utable dans notre formalisme logique et une preuve que 
e programme 
al
ule bien la ra
ine
arr�ee de son entr�ee.Une telle des
ription fon
tionnelle de l'algorithme va faire une utilisation intensive des typesd�ependants, 
e
i a�n de garantir la 
orre
tion et la terminaison de l'algorithme d�e�ni.Tout d'abord, les types d�ependants seront utiles pour restreindre le domaine des fon
tions.Pour 
ela, on donne un argument suppl�ementaire aux fon
tions, 
es arguments sont des 
erti�
atsattestant que les donn�ees sont des entr�ees a

eptables pour l'algorithme. Par exemple, la fon
tionde
ompose re�
oit en arguments un valeur de type N, 
elle-
i devant être sup�erieure ou �egale �a 1.Dans Coq, 
ette pr�e-
ondition s'exprime en donnant �a la fon
tion de
ompose un type d�ependantde la forme suivante : 8n : N:(1 < n)! : : :Ce type exprime que la fon
tion re�
oit deux arguments, une valeur n de type N et une preuve quen est stri
tement sup�erieur �a 1. La proposition 1 < n est en fait le type de la pr�e-
ondition. Cetype d�epend de n, 
'est la raison pour laquelle on parle de types d�ependants.Les fon
tions peuvent aussi produire des r�esultats et des propri�et�es sur 
es r�esultats. Parexemple, la fon
tion de
ompose retourne une paire d'entiers naturels, h et l, tels que :h+ l = n ^ h < n ^ 0 < l � h:Ces propri�et�es ne sont v�eri��ees que quand 1 < n. C'est pourquoi la fon
tion de
ompose doit avoirun 
erti�
at attestant que 1 < n.Finalement, le type de la fon
tion de
ompose est de la forme suivante :8n : N:(1 < n)! fh; l : N j l + h = n ^ h < n ^ 0 < l ^ l � hg:Dans la des
ription abstraite de l'algorithme, nous utilisions deux 
onstantes H et L. Cette des-
ription n'imposait que des faibles 
ontraintes sur 
es valeurs, et leur relation ave
 la base e�e
tive� utilis�ee par le programme de Gmp n'�etait pas utilis�ee dans la preuve abstraite de l'algorithme.Nous allons montrer que H et L sont des puissan
es de la base �. La fon
tion de
ompose servira �a
onstruire les entiers h et l tels que H = �h et L = �l. Par 
ons�equent, la des
ription fon
tionnellede l'algorithme n'a

eptera que des nombres normalis�es par rapport �a une puissan
e paire de labase �. Nous d�e�nissons la propri�et�e isNormalized, introduite dans le paragraphe 4.4, de la fa�
onsuivante : (IsNormalized n v) � n < v � 4n:Pour exprimer que le nombre n doit être normalis�e par rapport �a une puissan
e paire de la base,nous aÆrmons simplement qu'il existe un h tel que la propri�et�e (IsNormalized n �2h) soit v�eri��ee.Plus pr�e
is�ement, h est la moiti�e du nombre de 
hi�res de l'entr�ee et don
 le nombre pr�evisible de
hi�res de la sortie.
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ine 
arr�ee de GMPLe nombre de 
hi�res est aussi utilis�e par l'algorithme, la fon
tion repr�esentant l'algorithme debase a don
 le type suivant :8h : N: 8n : Z: (IsNormalized n �2h)! fs; r : Z j (SqrtremProp n s r)g:C'est le type d'une fon
tion �a trois arguments : elle prend en entr�ee un entier naturel h, un entier n,et aussi une preuve que les valeurs h et n sont 
oh�erentes. Cette fon
tion retourne trois �el�ements :deux entiers s et r ainsi qu'une preuve que 
es deux entiers v�eri�ent bien la sp�e
i�
ation de lara
ine 
arr�ee donn�ee dans la se
tion pr�e
�edente (4.2).Pour simpli�er les �equations pr�esent�ees dans la suite de 
e do
ument, nous donnons un nom �a
e type 
omplexe : (sqrt F type h) � 8n : Z: (IsNormalized n �2h)!fs; r : Z j (SqrtremProp n s r)g:Il est important de noter que l'on va 
onstruire simultan�ement la fon
tion et la preuve qu'elle v�eri�ebien sa sp�e
i�
ation. Le type de la fon
tion sera suÆsamment ri
he pour 
ontenir la sp�e
i�
ationd'un 
al
ul de ra
ine 
arr�ee. Les donn�ees 
lassiques (
omme des entiers. . . ) ainsi que les argumentsde preuve sont transmis d'une fon
tion �a l'autre �a l'aide des 
onstru
tions de �ltrage du langagede sp�e
i�
ation de Coq. Par exemple, l'appel �a la fon
tion de
ompose se fait dans un fragment de
ode de la forme :Cases (Zle lt de
 h 1) of(left H h le 1) ) . . .j (right H 1 lt h) )Cases (de
ompose h ?) of(h0, l, Heqh, H h0 lt h, H O lt l, H l le h) ) . . .Ce fragment 
ontient un appel �a la fon
tion de
ompose sur la valeur h ; son deuxi�eme argument,qui doit être une preuve que h est sup�erieur �a 1, est rempla
�e par un simple point d'interrogation.A partir de 
e fragment de 
ode, le syst�eme Coq produira une obligation de preuve demandantde prouver que h est sup�erieur �a 1 dans le 
ontexte ad�equat. Pour 
et exemple, la preuve esttriviale. Il suÆt d'utiliser l'hypoth�ese H 1 lt h qui aÆrme que 1 < h. Cette hypoth�ese provientde l'analyse par 
as sur (le lt de
 h 1) qui non seulement d�e
ide si h � 1 ou 1 < h, mais retourneune preuve de l'in�egalit�e valide dans 
ha
un des 
as possibles et transmet dans les bran
hes du�ltrage l'hypoth�ese 
orrespondante. Dans le 
as qui nous int�eresse, l'hypoth�ese H 1 lt h permet de
on
lure imm�ediatement. Cependant, dans d'autres exemples, des preuves plus 
omplexes peuventêtre n�e
essaires.On peut voir les r�esultats retourn�es par de
ompose 
omme deux entiers naturels h et l et quatrepreuves que h0 + l = h (nous l'appellerons Heqh), h0 < h (H h0 lt h), 0 < l (H O lt l), et l � h0(H l le h).4.3.1 Des
ription d'une fon
tion r�e
ursive par ordre bien-fond�eL'utilisation des types d�ependants est aussi n�e
essaire pour d�e
rire des fon
tions r�e
ursives nonstru
turelles. Des arguments de preuve doivent être fournis �a 
haque it�eration de la fon
tion pours'assurer qu'elle termine bien. En pratique, une fon
tion r�e
ursive dont le type est de la forme8x : A:(B x) peut être d�e
rite dans le syst�eme Coq par une fon
tion de type8x : A:(8y : A:(R y x)! (B y))! (B x);



4.3. Des
ription fon
tionnelle de l'algorithme 49�h; sqrt; n;Hnorm:Cases (le lt de
 h 1) of(left Hhle) ) (normalized base 
ase h ? n ?)j (right H1lth) )Cases (de
ompose h ?) of(h0, l,Heqh, H h0 lt h, H O lt l, H l le h) )Cases (div n �2l ? ?) of(n0, n00, Hdiv) )Cases (div n00 �l ? ?) of(n1, n0, Hdiv0) )Cases (sqrt h0 ? n0 ?)of(s0, (r0, Hsqrtrem)) )Cases (div r0�l + n1 2s0 ? ?) of(q, r00, Hdiv1) )Cases (Z le gt de
 0 (r00�l + n0 � q2)) of(left H 0 le R) ) (s0�l + q,(r00�l + n0 � q2, ?))j (right HltR) )(s0�l + q � 1,(r00�l + n0 � q2 + 2(s0�l + q)� 1, ?)). . . Fig. 4.1 { Stru
ture g�en�erale de la fon
tion sqrt F.o�u R est une relation bien-fond�ee, 
'est-�a-dire, une relation pour laquelle il n'y a pas de 
hâ�ne in�nied�e
roissante. Cette fon
tion a deux arguments ; le se
ond d�e
rit l'ensemble des appels r�e
ursifspossibles pour la fon
tion. Son type exprime que les seuls appels r�e
ursifs l�egaux doivent êtrefaits sur des valeurs qui sont stri
tement inf�erieures �a l'argument initial (o�u R est la relation\est stri
tement inf�erieur �a"). L'absen
e de 
hâ�nes in�nies d�e
roissantes garantit que la fon
tionr�e
ursive terminera un jour. Pour l'algorithme de base, nous utilisons N 
omme type d'entr�ee aulieu de A et l'ordre stri
t < sur N 
omme relation bien-fond�ee. L'algorithme r�e
ursif est don
 d�e
ritpar la fon
tion sqrt F qui a le type suivant.8h : nat: (8h0 : nat: h0 < h! (sqrt F type h0))! (sqrt F type h):On voit don
 que les appels r�e
ursifs ne peuvent intervenir que sur des valeurs h0 qui sont pluspetites que l'entr�ee initiale h. La fon
tion de
ompose d�e
rit plus haut nous donne un moyen deproduire de tels valeurs, a

ompagn�e de la preuve que h0 < h d�es que h est suÆsamment grand.La stru
ture g�en�erale de la fon
tion sqrt F est pr�esent�ee dans la �gure 4.1. Tous les pointsd'interrogation intervenant dans 
e texte 
orrespondent aux obligations de preuves que le syst�emeengendre au moment de l'a

eptation de 
ette d�e�nition. Ces obligations doivent être d�emontr�eespar l'utilisateur 
omme de simples th�eor�emes. On peut remarquer que l'appel r�e
ursif �a l'algorithmeest d�e
rit par l'expression suivante (sqrt h0 ?n0 ?). Cet appel requiert d'�etablir deux 
erti�
ats, l'unexprime que h0 est stri
tement plus petit que h et l'autre que n0 est bien normalis�e par rapport �a�2h0 .
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ine 
arr�ee de GMP4.4 Preuve du programme de 
al
ul de la ra
ine 
arr�eeUne fois que nous avons d�emontr�e l'algorithme de 
al
ul de la ra
ine 
arr�ee au niveau abstrait etque nous disposons d'une des
ription fon
tionnelle de l'algorithme dans Coq, il ne reste plus qu'�amontrer que le programme donn�e dans la �gure 3.3 
al
ule e�e
tivement la ra
ine 
arr�ee de sonentr�ee. Pour 
ela, nous allons r�eutiliser les propri�et�es �etablies dans les deux se
tions pr�e
�edentes.4.4.1 Sp�e
i�
ation modulaire du programmeA�n d'avoir une preuve plus fa
ile �a maintenir, nous avons d�e
ompos�e le 
ode de la fon
tionmpn dq sqrtrem en plusieurs parties. Cha
une de 
es parties dispose de ses propres pr�e- et post-
onditions. Cette te
hnique nous a permis de limiter le nombre d'informations inutiles dans le
ontexte pour la preuve de 
haque obligation. De plus, elle permet de modi�er lo
alement le pro-gramme sans avoir �a tout red�emontrer si les pr�e- et post- 
onditions de la partie modi��ee restentin
hang�ees.Le 
ode est d�e
oup�e en quatre parties qui 
orrespondent aux prin
ipales phases du 
al
ul de lara
ine 
arr�ee :{ l'appel r�e
ursif �a la fon
tion mpn dq sqrtrem,{ la division par 2S0,{ l'�el�evation au 
arr�e de Q et sa soustra
tion,{ la 
orre
tion du r�esultat si le reste est n�egatif.On montre la validit�e de l'appel r�e
ursif �a mpn dq sqrtrem de la même fa�
on que la validit�e de l'appel�a la fon
tion sqrt dans la des
ription fon
tionnelle. On doit proposer une relation bien fond�ee etfournir une quantit�e (le variant) qui diminue �a 
haque appel r�e
ursif. I
i, on utilise la longueur (lenombre de mots-m�emoire) de l'entr�ee. Cette valeur est, approximativement, divis�ee par 2 �a 
haqueappel.Toutes 
es �etapes de 
al
ul peuvent être reli�es �a 
ertaines lignes du programme mpn dq sqrtrempr�esent�e �a la �gure 4.1. La 
orrespondan
e s'�etablit 
omme suit :appel r�e
ursif Cases (sqrt h0 ? n0 ?) ofdivision par 2S0 Cases (div r0�l + n1 2s0 ? ?) of
al
ul du 
arr�e de Q . . . Cases (Z le gt de
 0 (r00�l + n0 � q2)) of
orre
tion . . . (s0�l + q � 1,(r00�l + n0 � q2 + 2(s0�l + q)� 1, ?))Dans la �gure 4.2, nous donnons le 
ode annot�e du programme de 
al
ul de la ra
ine 
arr�ee.C'est exa
tement le programme qui a �et�e 
onstruit �a partir du 
ode C et qui est fourni �a l'outilCorre
tness a�n d'engendrer les obligations de preuve. Les num�eros des lignes utilis�es dans lesparagraphes suivants 
orrespondent �a 
elles de la �gure 3.3.4.4.2 Soustra
tion du 
arr�e de QLa valeur Q est repr�esent�ee par q�l + fsp; lg �a la ligne 20, o�u le 
arr�e de fsp; lg est 
al
ul�e.Ce 
al
ul est suÆsant pour d�eterminer le 
arr�e de Q, puisque l'on sait que Q � L. A partir de 
er�esultat, on peut en d�eduire que q ou fsp; lg est nul et que le double produit (issu du d�eveloppementdu 
arr�e) est toujours nul. Cette propri�et�e sera utile aux lignes 21 et 22, o�u R00L+N0 est repr�esent�epar 
�n + fnp; ng avant la ligne 21 et Q2 est repr�esent�e par q�2l + fnp + n; 2lg. A la ligne 21, on
al
ule seulement fnp; 2lg �Q2. Quand h 6= l, une soustra
tion suppl�ementaire de la retenue de lasoustra
tion doit être e�e
tu�ee sur le mot-m�emoire de poids fort de fnp; ng, tout en mettant �a jour
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ul de la ra
ine 
arr�ee 51Corre
tness sqrt rootlet re
 mpn dq sqrtrem (sp : nat)(np : nat)(nn : nat) : unitfvariant nn for ltg =fsp+ nn � bound ^ np+ 2 � nn � bound^0Z< fnp; 2 � nngm ^ (np+ 2 � nn � sp _ sp+ nn � np)^(IsNormalized fnp; 2 � nngm �2�nn) ^Onat < nng(let r = ref true inlet q = ref 0Z in let 
 = ref 0Z in let b = ref 0Z inlet l = ref Onat in let h = ref Onat inbeginif nn = (1)then begin (mpn sqrtrem2 sp np np) endelse beginl := (div2' nn);h := nn � !l;(mpn dq sqrtrem sp+!l np+ 2�!l !h);q := (bool2Z !rb);assertf(SqrtremProp fnp+ 2 � l; 2 � hgm�0fsp+ l; hgm fnp+ 2 � l; hgm + q�h)^(8p : nat:0 � p < bound ):((np+ 2l � p ^ p < np+ 2nn) _ (sp+ l � p ^ p < sp+ nn)))m�0[p℄ =m[p℄) ^ (q = 0Z_ q = 1)g;label after re
ursive 
all;(division step np sp nn l h 
 q);assert f(Zdivprop' q�after re
ursive 
all�nn + fnp+ l; nngm�after re
ursive 
all2 � fsp+ l; hgm�after re
ursive 
allq � �l + fsp; lgm 
�h + fnp+ l; hgm)^(8p : nat:0 � p < bound):((sp � p ^ p < sp+ l) _ (np+ l � p ^ p < np+ 2l + h)))m[p℄ = m�after re
ursive 
all[p℄) ^ 0 � q � 1g(square s and sub np sp nn l h q 
 b);(mpn add 1 sp+!l sp+!l !h !q);q := (bool2Z !rb);(
orre
t result np sp nn l h q 
 b);rb := (Z2bool !
)endend)f(SqrtremProp fnp; 2 � nngm� fsp; nngm fnp; nngm + (Zmulbool rb �nn))^8p : nat:0 � p < bound):((np � p ^ p < np+ 2nn) _ (sp � p ^ p < sp+ nn))) m�0[p℄ = m[p℄g:Fig. 4.2 { Le 
ode annot�e de la ra
ine 
arr�ee
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ine 
arr�ee de GMPla valeur de 
. Finalement, la valeur R00L+N0 �Q2 est �nalement repr�esent�e par 
�n + fnp; ng �apartir de la ligne 22, o�u �1 � 
 � 1.Avant la ligne 23, fsp; ng ne 
ontient pas exa
tement le nombre S0L+Q. En fait, Q est repr�esent�e(depuis la ligne 18) par q�l + fsp; lg, de telle sorte que fsp; ng vaut S0L+Q� qL. Ce
i est 
orrig�e�a la ligne 23 du programme.4.4.3 Corre
tion du r�esultatApr�es la ligne 23, la valeur R00L + N0 � Q2 se trouve dans la m�emoire �a la lo
alisation 
�n +fnp; ng. Si 
ette valeur est n�egative, seul le signe 
 peut en être la 
ause, par 
ons�equent il suÆt detester le signe de 
 pour savoir si une 
orre
tion est n�e
essaire ou non.La valeur S0L+Q est repr�esent�ee dans la m�emoire par q�n+fnp; ng, 
ela signi�e que la 
orre
tione�e
tu�ee sur le reste aux lignes 26 et 27 
omprend aussi l'ajout de 2q �a 
. La soustra
tion de la ligne28 
orrespond �a la 
orre
tion de la ra
ine 
arr�ee pour 
al
uler S0L +Q � 1. La retenue retourn�eepar 
ette soustra
tion est soustraite de q, mais 
ela est inutile puisque la valeur de q sera jet�ee�a la �n de l'ex�e
ution de la fon
tion. De toute fa�
on, nous savons que la valeur �nale de q seraobligatoirement 0.4.5 Division eÆ
a
e pour le 
al
ul de ra
ine 
arr�eeLa division par 2S0 s'e�e
tue en plusieurs �etapes (lignes 13-19 in
luses). La te
hnique utilis�eepermet d'�eviter de multiplier S0 par 2 et de sto
ker 2S0 dans la m�emoire. La premi�ere �etape estde soustraire S0 de R0 si R0 est plus grand que H. Cette soustra
tion 
orrespond �a la ligne 13 duprogramme.Le 
al
ul e�e
tif est (R0�H)�S0, puisque seul le nombre R0�H est pr�esent dans la m�emoire �al'adresse fnp+2l; hg. Cette soustra
tion retourne n�e
essairement une retenue. En e�et, on sait queR0 � 2S0 < H+S0. Pour 
ette raison, la valeur sto
k�ee �a l'adresse fnp+2l; hg apr�es la soustra
tionest R0 �H � S0 +H = R0 � S0:Dans le 
as o�u (R0 � H), 
'est la valeur (R0 � S0)L + N1qui est divis�e par S0. Cela donne unquotient Q0 et un reste R0 et nous avons l'�egalit�e suivante :(R0 � S0)L+N1 = Q0S0 +R0;que l'on peut transformer en 
elle-
i :R0L+N1 = (L+Q0)S0 +R0:La division e�e
tive de (R0�S0)L+N1 par S0 se fait en utilisant la fon
tion fon
tion mpn divremde Gmp. Cette fon
tion est seulement sp�e
i��ee pour faire des divisions sur des nombres normalis�es,
'est-�a-dire dont le bit de poids fort vaut 1. Dans 
e 
as, le nombre de mots-m�emoire n�e
essairepour repr�esenter le quotient peut être d�etermin�e �a l'avan
e : 
'est la di��eren
e entre le nombre demots-m�emoire du dividende et le nombre de mots-m�emoire du diviseur. Cependant, 
e 
al
ul peut
onduire �a un d�ebordement d'au plus 1 bit. Dans notre 
as, 
e bit est ajout�e �a q �a la ligne 14.q devient don
 une valeur 
omprise entre 0 et 2. Apr�es la ligne 14, le quotient de la division deR0L+N1 par S0 est q�l + fsp; lg.A la ligne 15, on d�etermine le bit de parit�e de Q0. Les lignes 16 �a 18 
al
ulent la division par 2du quotient Q0 et nous obtenons une valeur de q telle que 0 � q � 1.
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tue par un simple d�e
alage vers la droite, 
omme 
'est le 
as pour lesma
hines utilisant le 
odage binaire des nombres. Dans notre d�eveloppement formel, nous avons�evit�e la tâ
he de montrer la 
orrespondan
e entre les op�erations de d�e
alage et les op�erationsarithm�etiques de division ou de multipli
ation par une puissan
e de 2. Pour la même raison, nousavons repla
�e l'op�erationsp[l-1℄ |= q << (BITS_PER_MP_LIMB - 1)par l'addition de �2 si q est impair (dans 
e 
as, q vaut obligatoirement 1), et 0 sinon.Si le quotient Q0 est impair, la valeur du reste doit être 
orrig�ee en rajoutant S0 �a R0. Cette
orre
tion est faite �a la ligne 19. Elle peut retourner un d�ebordement qui est alors sto
k�e dans lavariable lo
ale 
.4.6 Ing�enierie de preuvesLe graphe de d�ependan
e entre les di��erents �
hiers de la preuve formelle de 
orre
tion duprogramme de 
al
ul de la ra
ine 
arr�ee de Gmp est donn�e �a la �gure 4.4.4.6.1 L'appro
he �a trois niveauxNous avons prouv�e la 
orre
tion de la ra
ine 
arr�ee de Gmp �a trois niveaux d'abstra
tiondi��erents. Nous avons prouv�e :{ une des
ription math�ematique,{ une des
ription fon
tionnelle (qui donne un moyen e�e
tif de 
al
uler la ra
ine 
arr�ee),{ une des
ription formelle de l'implantation r�eelle telle qu'elle est faite dans la biblioth�equeGmp.La plupart des th�eor�emes d�emontr�es dans la partie math�ematique sont r�eutilis�es dans la preuvede l'implantation. R�eutiliser 
es preuves demande de relier entre eux des segments de la m�emoireave
 les variables enti�eres les repr�esentant dans la des
ription abstraite en utilisant la fon
tiond'interpr�etation m; p; l 7! fp; lgm.Par exemple le th�eor�eme QleL qui exprime que Q � L a l'�enon
�e suivant :8N;L;H;H 0; N 0; N 00; S0; R0; N1; N0; Q;R00:H = 2H 0 ^ 0 < L ^ L � H ^ (Zdivprop N L2 N 0 N 00) ^(Zdivprop N 00 L N1 N0) ^ (Zdivprop R0L+N1 2S0 Q R00) ^(SqrtremProp N 0 S0 R0) ^ (IsNormalized N (HL)2)) Q � L:Toutes les valeurs N , N 0, . . . sont repr�esent�ees quelque part dans la m�emoire, il s'agit parfois de
ombinaisons de plusieurs segments de la m�emoire, ou de l'addition d'un segment de la m�emoireave
 une retenue multipli�ee par une puissan
e de la base �. Pour 
ette raison, on peut instan
ier leth�eor�eme ave
 
ertaines de 
es valeurs, dans une 
ommande de la forme suivante :Apply QleL withN := fnp0 ; 2ngm0 H := �h H 0 := H 0N 0 := fnp0 + 2l; 2hgm0N 00 := fnp0 ; 2lgm0 N1 := fnp0 + l; lgm0 N0 := fnp0 ; lgm0S0 := fsp0 + l; hgm1 R0 := rb1�h + fnp0 + 2l; hgm1R00 := 
0�h + fnp0 + l; hgm2 .
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Corre
tness division stepfun (np : nat)(sp : nat)(nn : nat)(l : nat ref)(h : nat ref)(
 : Z ref)(q : Z ref)!f1 < nn ^ (l = (div2' nn)) ^ (h = nn� (div2' nn)) ^ (q = 0Z_ q = 1)^np+ 2 � nn � bound ^ sp+ nn � bound^(np+ 2 � nn � sp _ sp+ nn � np)^(q = 1 ! fnp+ 2l; hgm < fsp+ l; hgm)^�h � 2 � fsp+ l; hgmgbegin(if !q 6= 0Zthen (mpn sub n np+ 2�!l np+ 2�!l sp+!l !h)else tt)ffnp+ 2 � l; hgm� + q � �h � q � fsp+ l; hgm� = fnp+ 2 � l; hgm^8p : nat:0 � p < bound):(np+ 2 � l � p ^ p < np+ 2 � l + h)) m[p℄ = m�[p℄g;(mpn divrem sp np+!l nn sp+!l+!h);q :=!q + (bool2Z !rb);(single and 1 sp);
 := !rz;(mpn rshift2 sp sp !l);label before assignment;(m[sp+ (pred !l)℄ := (I or sp+ (pred !l) (shift 1 !q))f(modZtoZ result) =(modZtoZ (m�before assignment[sp+ (pred l)℄ + (aux shift 1 q)))g)f(modZtoZ m[sp+ (pred l)℄) =(modZtoZ m�[sp+ (pred l)℄ + (aux shift 1 q))^8p : nat:0 � p < bound ^ p = sp+ (pred l)) m[p℄ =m�[p℄g;q := (shift 2 !q);if !
 6= 0Z thenbegin(mpn add n np+!l np+!l sp+!l !h);
 := (bool2Z !rb)endendf(Zdivprop' q� � �nn + fnp+ l; nngm� 2 � fsp+ l; hgm�q � �l + fsp; lgm 
 � �h + fnp+ l; hgm)^8p : nat:0 � p < bound):((sp � p ^ p < sp+ l) _ (np+ l � p ^ p < np+ 2l + h))) m[p℄ = m�[p℄^0Z� q � 1g: Fig. 4.3 { Le 
ode annot�e de la division par 2 � S0
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Fig. 4.4 { Graphe de d�ependan
e de la preuve formelle de la ra
ine 
arr�ee de Gmp
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ine 
arr�ee de GMPDe telles 
ommandes apparaissent e�e
tivement dans le d�eveloppement formel. Dans 
et exemple,les valeurs de Q et L ne sont pas fournies mais automatiquement inf�er�ees par l'outil de preuve �apartir du 
ontexte.Trois �etats de la m�emoire sont pris en 
ompte. L'�etat m0 
orrespond �a la m�emoire initiale au mo-ment o�u l'appel r�e
ursif se produit, m1 
orrespond �a l'�etat de la m�emoire apr�es l'appel r�e
ursif �a lafon
tion de 
al
ul de la ra
ine 
arr�ee. La variable m2, quant �a elle, d�enote l'�etat apr�es la divisionde R0L + N1 par 2S0. Les di��erentes pr�emisses du th�eor�eme QleL sont d�emontr�ees �a l'aide dessp�e
i�
ations des fon
tions de Gmp, 
omme mpn sub n.4.6.2 �Evolution des preuvesL'�evolution des preuves et leur maintenan
e s'est av�er�ee une question importante dans 
e travail.En e�et, l'outil Corre
tness s'est am�elior�e au fur et �a mesure des versions su

essives de Coq(de 6.3.1 �a 7.4 pour la derni�ere). De plus la sp�e
i�
ation formelle ainsi que les sp�e
i�
ations desfon
tions de Gmp ont �et�e adapt�ees au 
ours du d�eveloppement 
omplet de la preuve.4.6.2.1 Robustesse des preuvesIdenti�
ation des pr�e- et post-
onditions Au �l des d�eveloppements, il est apparu int�eressantde nommer les pr�e- ou post- 
onditions. Cela permet, au 
ours d'une modi�
ation mineure de lapreuve formelle, de re
onnâ�tre rapidement le 
ontexte dans lequel on se trouve lorsqu'un des s
riptsde d�emonstrations retourne une erreur.Noms des hypoth�eses Les noms des hypoth�eses ne doivent pas être g�en�er�es automatiquementpar le syst�eme lorsqu'ils seront r�eutilis�es plus tard dans la preuve. Par exemple, la s�equen
e Intros ;Omega. ne pose pas de probl�eme au niveau de la robustesse des s
ripts de preuves. Par 
ontre,les deux ta
tiques suivantes Intros. Rewrite H. o�u H est un nom d'hypoth�eses engendr�e automa-tiquement au moment de l'appli
ation de la ta
tique Intros vont 
auser des probl�emes lors de lamaintenan
e. Pour d�e
ompose une hypoth�ese form�ee de plusieurs 
onjon
tions, il est plus raison-nable d'�eviter la ta
tique De
ompose [and℄ Pre 1 et de lui pr�ef�erer la suite de ta
tiques GeneralizePre 1 ; Intros (Pre 1a, Pre 2a. . . ) qui permet de garder le 
ontrôle sur les noms d'hypoth�eses au
ours de la d�emonstration.4.6.2.2 Am�elioration des performan
es : GOmegaAu 
ours de 
e d�eveloppement, nous avons remarqu�e que la ta
tique Omega met de plus en plusde temps pour r�esoudre le but 
ourant quand le 
ontexte devient grand. Pour r�eduire 
e probl�emed'eÆ
a
it�e, nous proposons un nouvel outil Gomega destin�e �a r�eduire la taille du 
ontexte avantl'appli
ation de la ta
tique Omega. L'utilisateur fournit en param�etres �a 
ette ta
tique la listedes hypoth�eses utiles �a la r�esolution du but par Omega. Cette nouvelle ta
tique permet d'all�eger le
ontexte de toutes les hypoth�eses ne traitant pas de la gestion de la m�emoire au moment de prouverqu'un a

�es �a la m�emoire est l�egal par exemple. Asso
i�ee �a un outil d'analyse de d�ependan
es entreth�eor�emes, une telle ta
tique permet de d�eterminer les 
onditions minimales �a r�eunir pour quel'�enon
�e soit prouvable. Cela impose �a l'utilisateur le travail de s�ele
tionner les hypoth�eses utilespour prouver le but 
ourant.



4.7. Travaux futurs 574.6.2.3 Vue d'ensembleAu total, le d�eveloppement formel repr�esente plus de 13000 lignes. 2700 lignes 
orrespondent�a la preuve au niveau arithm�etique. 500 servent �a la des
ription fon
tionnelle de l'algorithme.Finalement, plus de 10000 lignes sont 
onsa
r�ees �a la preuve de l'implantation imp�erative de 
etalgorithme. La v�eri�
ation des preuves par le syst�eme Coq n�e
essite une 
ompilation de 10 minutessur une ma
hine bi-pro
esseurs �equip�ee de pro
esseurs Pentium III 1 GHz et de 1 GByte de m�emoire.Au 
ours de la 
ompilation, Coq utilise au plus 300 MBytes de m�emoire.4.7 Travaux futursL'outil Corre
tness va être d�e�nitivement rempla
�e par Why [Fil03℄. A�n d'assurer lap�erennit�e de notre d�eveloppement formel, nous avons port�e notre preuve de 
orre
tion versWhy. Le
ode deGmp �evolue fr�equemment, il serait don
 int�eressant de d�evelopper des outils de maintenan
edes preuves permettant de mettre �a jour fa
ilement la preuve de 
orre
tion �a 
haque 
hangementde l'implantation du programme.Finalement, l'outil Why permet de prendre en entr�ee des programmes C annot�es. L'ultime �etapeserait don
 de faire une preuve de 
orre
tion dire
tement sur le 
ode C plutôt que de passer par unlangage interm�ediaire �a la ML 
omme 
'est le 
as ave
 Corre
tness. Ainsi on disposerait d'unprogramme C de 
al
ul de la ra
ine 
arr�ee. Ce programme (
ontenant des annotations en 
ommen-taires) pourrait être envoy�e soit vers le 
ompilateur C, soit vers l'outil Why a�n d'engendrer lesobligations de preuves �a d�emontrer pour s'assurer de la 
orre
tion de 
e programme.4.8 Con
lusionLe travail de formalisation et de d�emonstration formelle e�e
tu�e sur le programme de 
al
ul de lara
ine 
arr�ee de Gmp a permis d'en prouver la 
orre
tion totale au niveau arithm�etique, de montrerque la gestion de la m�emoire et l'arithm�etique de pointeurs utilis�ee dans 
e programme �etaient 
or-re
ts. De plus, 
e travail de formalisation nous a permis de d�e
ouvrir une propri�et�e suppl�ementairede 
e programme. La base utilis�ee par le programme n'�etait initialement pas sp�e
i��ee dans lad�emonstration. Habituellement la base 
onsid�er�ee lors de l'utilisation de la biblioth�eque Gmp est� = 232 ou � = 264. En fait, pour que le programme de 
al
ul de la ra
ine 
arr�ee de Gmp soit
orre
t, il suÆt d'utiliser une base � qui soit paire et stri
tement sup�erieure �a 2. �Evidemment, lesbases 232 et 264 
onviennent. Cependant il est int�eressant de remarquer que 
et algorithme peutêtre utilis�e pour 
al
uler la ra
ine 
arr�ee en base 10.R�e
emment, J. Sawada et R. Gamboa [SG02℄ ont prouv�e formellement la 
orre
tion de l'algo-rithme de 
al
ul de la ra
ine 
arr�ee 
ottante du pro
esseur IBM Power4TM. Cet algorithme utilisedes polynômes de Chebys
hev pour aÆner l'approximation de la ra
ine 
arr�ee obtenu �a 
haque�etape. La preuve est d�evelopp�ee dans le syst�eme d'aide �a la preuve ACL2(r) qui dispose d'unebiblioth�eque d'analyse r�eelle non standard ; elle a n�e
essit�e la d�e�nition et la preuve de nombreusespropri�et�es d'analyse sur les polynômes de Chebys
hev et de Taylor ainsi que la d�emonstration duth�eor�eme de Taylor.
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61Le 
hoix d'un type indu
tif parti
ulier pour repr�esenter une notion math�ematique dans Coqin
uen
e fortement la mani�ere dont les fon
tions seront d�e�nies ainsi que la mani�ere dont lespreuves seront d�evelopp�ees. Il est 
ependant int�eressant de pouvoir privil�egier l'une ou l'autre desrepr�esentations 
on
r�etes dans 
ertaines preuves. Au niveau de la programmation, P. Wadler a pro-pos�e �a la �n des ann�ees 80, la notion de vues [Wad87℄ (views en anglais) a�n de pouvoir regarderune notion math�ematique de plusieurs points de vue di��erents. D'autre part, une appro
he 
ommele Cal
ul des Constru
tions Alg�ebriques propos�e par F. Blanqui dans sa th�ese [Bla01℄ peut êtrevue 
omme une alternative �a notre travail. Elle permet en e�et de voir les notions math�ematiqueset les fon
tions de plusieurs points de vue di��erents. Cela donne une vue de plus haut niveau desdonn�ees et peut �eviter d'avoir �a faire des 
hangements de repr�esentation.Dans 
ette partie, nous �etudions plus parti
uli�erement 
omment r�eutiliser des preuves formellesd�evelopp�ees dans un syst�eme d'aide �a la preuve 
omme Coq. Nous nous int�eressons plus parti-
uli�erement �a la question suivante : 
omment rendre les preuves ind�ependantes de la repr�esentation
on
r�ete des donn�ees ? Imaginons que l'on dispose d'une th�eorie d�evelopp�ee formellement ave
une repr�esentation indu
tive parti
uli�ere d'une notion math�ematique. On souhaite 
onstruire, demani�ere la plus automatique possible, une nouvelle th�eorie formelle sur la même notion math�ematiquemais en utilisant une repr�esentation di��erente.Le syst�eme Coq permet d'asso
ier aux fon
tions d�e�nies par r�e
ursion stru
turelle un 
omporte-ment 
al
ulatoire (la �-r�edu
tion). Cette r�edu
tion rend impli
ite 
ertaines �etapes de raisonnementdans les termes de preuve. A�n de pouvoir transformer une th�eorie, il faut tout d'abord mettre en�eviden
e 
es �etapes de raisonnement 
al
ulatoire (impli
ite) pour les rempla
er par des �etapes deraisonnement �equationnel (expli
ite). Une fois 
es �etapes de 
al
ul mises en �eviden
e, il suÆt derelier syntaxiquement les �el�ements homologues dans les repr�esentations initiale et �nale.Dans le 
hapitre 5, nous d�e
rivons 
e que signi�e 
hangement de repr�esentation dans une th�eoried�evelopp�ee formellement. Nous proposons ensuite, dans le 
hapitre 6, des moyens de faire abstra
-tion de la repr�esentation 
on
r�ete des donn�ees dans une preuve formelle. Dans le 
hapitre 7, nous�etudions 
omment r�einstan
ier les preuves ave
 une nouvelle repr�esentation 
on
r�ete des donn�ees
onsid�er�ees. Finalement, dans le 
hapitre 8, nous pr�esentons une appro
he alternative pour le 
han-gement de repr�esentation des donn�ees ainsi qu'une extension de la m�ethode propos�ee dans les
hapitres pr�e
�edents en pr�esen
e de types d�ependants.



62



Table des mati�eres
5 Passage d'une repr�esentation �a une autre 655.1 Cara
t�eristiques g�en�erales de Coq . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 655.2 Motivations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 725.3 Travaux reli�es . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 746 Du 
al
ul vers le raisonnement logique 796.1 Termes 
onsid�er�es . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 796.2 �Elimination des 
onstru
tions de �ltrage expli
ite . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 806.3 Propri�et�es 
ara
t�eristiques des fon
tions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 826.4 Extra
tion des �etapes de 
al
ul impli
ite des termes de preuves . . . . . . . . . . . . 836.5 Traitement des d�e�nitions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 886.6 Implantation dans Coq et exp�erien
es pratiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 906.7 Con
lusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 917 De nouvelles implantations 
on
r�etes 937.1 Nouveaux types de donn�ees 
on
rets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 937.2 Repr�esentation 
on
r�ete des fon
tions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 947.3 Repr�esentation des pr�edi
ats indu
tifs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1007.4 Mise en 
orrespondan
e des repr�esentations initiale et �nale . . . . . . . . . . . . . . 1017.5 Exp�erien
es et r�esultats . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1037.6 Con
lusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1048 De nouvelles appro
hes 1058.1 Repr�esentations matri
ielles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1058.2 Utilisation d'isomorphismes au niveau des types . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1118.3 Con
lusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1149 Con
lusions 1179.1 Travaux a

omplis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1179.2 Perspe
tives de re
her
he . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117



64 Table des mati�eres



Chapitre 5Passage d'une repr�esentation �a uneautreDans 
e 
hapitre, nous pr�esentons les prin
ipales motivations de notre travail sur les 
hange-ments de repr�esentation des donn�ees dans le 
al
ul des 
onstru
tions indu
tives. Nous 
ommen�
onspar d�e
rire les moyens que fournit Coq pour d�e�nir des types de donn�ees qu'ils soient 
on
retsou abstraits. Nous verrons aussi 
omment 
al
uler dans Coq que 
e soit en utilisant la r�e
ursionstru
turelle ou la r�e
ursion g�en�erale. Nous donnons ensuite, �a travers quelques exemples de 
han-gements de repr�esentations int�eressants, les motivations de notre travail. En�n, nous pr�esentonsquelques travaux 
onnexes sur 
es questions de r�eutilisation des preuves lors d'un 
hangement derepr�esentation.5.1 Cara
t�eristiques g�en�erales de CoqDans 
ette se
tion, nous pr�esentons les 
ara
t�eristiques de Coq qui seront utilis�es dans la suitede 
e do
ument.Le syst�eme Coq est l'implantation d'un formalisme logique d'ordre sup�erieur : le Cal
ul desConstru
tions Indu
tives [Coq02, Chap. 4℄. Il s'agit d'un �-
al
ul typ�e ave
 types d�ependantspermettant en outre la d�e�nition de 
onstru
tions indu
tives [PM93℄.Coq propose un mode intera
tif de d�eveloppement de preuve par 
hâ�nage arri�ere. On disposed'un 
ertain nombre de ta
tiques, appli
ables au but 
ourant si 
ertaines pr�e
onditions sont v�eri��ees.Elles permettent d'e�e
tuer les pas �el�ementaires de preuve. Dans 
e 
al
ul, les preuves sont destermes du �-
al
ul 
omme les autres. L'isomorphisme de Curry-Howard permet d'interpr�eter lestypes du 
al
ul 
omme des formules logiques et les �-termes 
omme des preuves. L'objet d�enotantla preuve d'un th�eor�eme est 
onserv�e ; il est don
 possible de v�eri�er une preuve par une simpleop�eration de v�eri�
ation de type.Nous 
ommen�
ons par d�e
rire 
omment d�e�nir des types de donn�ees dans Coq ; ensuite nousmontrons 
omment 
al
uler sur de tels types de donn�ees. En�n nous d�e
rivons les di��erentes formesd'�egalit�e disponibles dans Coq et leurs propri�et�es.5.1.1 Types de donn�ees dans CoqLe syst�eme Coq o�re la possibilit�e de 
onstruire des types de donn�ees 
on
rets sous forme ded�e�nitions indu
tives [Gim98℄. N�eanmoins, il est aussi possible de d�e
rire une notion math�ematique65



66 Chapitre 5. Passage d'une repr�esentation �a une autrede fa�
on 
ompl�etement abstraite au moyen de param�etres et d'axiomes exprimant les propri�et�esque doivent v�eri�er 
es param�etres.5.1.1.1 Types 
on
retsD�e�nitions indu
tives Dans Coq, un type indu
tif est d�e�ni par la donn�ee d'un ensemble defon
tions dont le 
odomaine est le type lui-même et dont les arguments peuvent être des �el�ementsdu type en 
ours de d�e�nition. De telles fon
tions s'appellent des 
onstru
teurs. A titre d'exemple,nous pr�esentons le type des entiers naturels nat. Ce type est d�e�ni de la fa�
on suivante :Indu
tive nat : Set := O : nat | S : nat -> nat.O et S sont les 
onstru
teurs du type indu
tif nat. O est un 
onstru
teur sans argument, 
'est-�a-direun �el�ement de type nat. S est une fon
tion qui, �a partir d'un �el�ement de nat, 
onstruit un nouvel�el�ement de nat.Les 
onstru
teurs d'un type indu
tif sont inje
tifs. De plus, ils sont libres. Cela signi�e que
haque �el�ement d'un type indu
tif s'�e
rit d'une mani�ere unique au moyen de ses 
onstru
teurs.Cal
uler ave
 les d�e�nitions indu
tives Dans le syst�eme Coq, on dispose de moyens e�e
tifspour 
al
uler sur les types indu
tifs. Dans sa pr�esentation initiale des d�e�nitions indu
tives dans le
al
ul des 
onstru
tions [PM93℄, C. Paulin utilise un syst�eme ave
 des op�erateurs de r�e
ursion pri-mitive. L'id�ee de disso
ier r�e
ursion et analyse par 
as est dû �a T. Coquand. Cette id�ee a �et�e adapt�eepar C. Paulin pour être implant�e dans Coq. Dans la pr�esentation du 
al
ul des 
onstru
tions tellequ'elle est faite dans son habilitation [PM96℄, on 
onsid�ere deux op�erateurs g�en�eraux : l'op�erateurde traitement par 
as 
ase et l'op�erateur de r�e
ursion �x. La 
onstru
tion 
ase permet de faire del'analyse stru
turelle sur un �el�ement d'un type d�e�ni indu
tivement. La 
onstru
tion �x permetd'�e
rire des fon
tions r�e
ursives stru
turelles. Cette 
onstru
tion est asso
i�ee �a une 
ondition degarde. Cette 
ondition sert �a assurer que tous les appels r�e
ursifs �a la fon
tion d�e�nie ave
 �x sefont bien sur des �el�ements (syntaxiquement) plus petits que l'argument 
ourant. Cette 
onditionde garde distingue un des arguments de la fon
tion, 
elui qui assure la terminaison de la fon
tion.Dans la suite, nous appelons 
et argument, argument prin
ipal de la fon
tion.Par exemple, l'addition sur les entiers de Peano d�e�nis plus haut peut se faire 
omme suit :Fixpoint plus [n:nat℄ : nat -> nat :=[m:nat℄ Cases n of O => m| (S p) => (S (plus p m))end.Le premier argument de plus est l'argument prin
ipal. On remarque que l'appel r�e
ursif �a plus sefait sur p qui est bien un sous-terme stri
t de n.A une telle d�e�nition sont asso
i�ees des r�egles de �-r�edu
tion. Dans le 
as de plus, 
es r�eglesexpriment que : (plus O n) ��! n (plus (S n) m) ��! (S (plus n m))Ce sont 
es r�egles de r�edu
tion qui permettent de 
al
uler dans Coq. C'est grâ
e �a 
es r�egles quela preuve de l'�enon
�e (plus (2) (3)=(5)) se fait simplement par r�e
exivit�e de l'�egalit�e. Le 
al
ulde (plus (2) (3)) vers (5) se fait par r�edu
tion et n'apparâ�t don
 pas dans le terme de preuve. Demême, 
es r�egles assurent que les types (plus O O) = O et O = O sont 
onvertibles.Ces r�egles de 
al
ul sur les types indu
tifs permettent de 
a
her une partie du raisonnement faitdans les d�emonstrations formelles ; 
ette 
ara
t�eristique a �et�e intensivement utilis�ee pour faire des
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exion [BRB95, Bou97, GWZ00℄. De telles preuves utilisent la 
apa
it�e de 
al
ulerde Coq pour faire des preuves.Prin
ipes d'indu
tion asso
i�es Au moment de la d�e�nition de nat, le syst�eme Coq g�en�ereautomatiquement des prin
ipes de r�e
ursion (un pour 
haque sorte Prop, Set et Type). L'op�erateurde r�e
ursion pour la sorte Set (nat re
) s'�enon
e de la fa�
on suivante :nat re
 : 8P : nat! Set: (P O)! (8n : nat: (P n)! (P (S n)))! 8n : nat: (P n)Prin
ipes d�ependants et prin
ipes non-d�ependantsLe syst�eme Coq permet la d�e�nition de deux sortes de prin
ipes de r�e
ursion : les prin
ipesd�ependants (ou maximaux) et les prin
ipes non d�ependants (aussi appel�es minimaux) [BC03℄.En plus du prin
ipe d�ependant pour nat que nous venons de voir, on peut d�e�nir dans Coq unprin
ipe non-d�ependant. Il 
orrespond �a l'op�erateur de r�e
ursion dans le syst�eme T de G�odel. Ceprin
ipe minimal nat min re
 a le type suivant :8P : Set: P ! (nat! P ! P )! nat! P (5.1)Un tel op�erateur permet de d�e�nir dire
tement une op�eration 
omme plus.plus' = �n : nat: < A0 > (nat min re
 nat! nat�m : nat:m� : nat:�vr : nat! nat:�m : nat:(S (vr m))n)R�egles de r�edu
tion asso
i�ees aux prin
ipes de r�e
ursionEn fait, les prin
ipes de r�e
ursion sont des fon
tions 
omme les autres. Ils sont d�e�nis dans Coq aumoyen des 
onstru
tions de traitement par 
as 
ase et de d�e�nition par point-�xe �x. Les prin
ipesd�ependants et non d�ependants sont d�e�nis de fa�
on semblable. Par exemple, le prin
ipe de r�e
ursiond�ependant sur les entiers de Peano est d�e�ni par :nat_re
 = [P:(nat->Set); f:(P (0)); f0:((n:nat)(P n)->(P (S n)))℄Fix F {F [n:nat℄ : (P n) :=<P>Cases n of (0) => f| (S n0) => (f0 n0 (F n0))end}De même que les fon
tions de base 
omme l'addition, les prin
ipes de r�e
ursion ont, �a 
ause deleur d�e�nition, un 
omportement 
al
ulatoire. Les r�egles de r�edu
tion pour nat re
 peuvent êtreexprim�ees par : (nat re
 P v0 vr O) ��! v0(nat re
 P v0 vr (S n)) ��! (vr n (nat re
 P v0 vr n))Pr�edi
ats indu
tifs Les types indu
tifs permettent aussi de d�e�nir des pr�edi
ats. L'ordre surles entiers naturels le est d�e�ni par un type indu
tif. Ce type est param�etr�e par un entier n. Le
onstru
teur le n exprime que n � n et le S indique que si l'on a n � m, alors on peut en d�eduirel'in�egalit�e n � (S m).
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tive le [n : nat℄ : nat->Prop :=le_n : (le n n) | le_S : (m:nat)(le n m)->(le n (S m))La d�e�nition d'un pr�edi
atif indu
tif 
omme le d�e
len
he la 
onstru
tion d'un op�erateur de r�e
ursionle ind. En e�et, les r�egles d'�elimination autoris�ees dans Coq ne permettent pas de 
onstruire des�el�ements de sorte Type ou Set par �ltrage sur un �el�ement de sorte Prop.le ind : 8n : nat: 8P : nat! Prop:(P n)! (8m : nat: (le n m)! (P m)! (P (S m)))!8n0 : nat: (le n n0)! (P n0)On notera que 
et op�erateur est non d�ependant, 
'est-�a-dire que P est de type nat! Prop plutôtque 8n0 : nat: (le n n0)! Prop.Retour sur les prin
ipes de r�e
ursion Dans la �gure 5.1, nous donnons les 
ara
t�eristiquesdes op�erateurs de r�e
ursion g�en�er�es automatiquement �a la suite de la d�e�nition d'un type indu
tifT . L'outil Coq d�e�nit di��erents op�erateurs de r�e
ursion permettant de 
onstruire des expressionsde sorte Set, Type ou Prop. Les 
olonnes de 
e tableau repr�esentent la sorte de l'�el�ement sur lequelon applique l'op�erateur de r�e
ursion alors que les lignes repr�esentent la sorte des �el�ements que l'onpeut 
onstruire. T : Set T : Type T : PropP : T ! Set d�ependant d�ependant interditP : T ! Type d�ependant d�ependant interditP : T ! Prop d�ependant d�ependant nond�ependantFig. 5.1 { Les �eliminations autoris�ees et leurs degr�es de d�ependan
eIl est important de pr�e
iser que lorsque les �eliminations sont autoris�ees, elles peuvent toujoursse faire de mani�ere d�ependante bien qu'en pratique on ne les utilise quasiment pas. De plus, les�eliminations de Set vers Type ne sont possibles que sur les petits types (
f. [PM93℄ pour uned�e�nition des petits types). En�n, les �eliminations de Prop vers Set ou Type ne sont autoris�ees quedans le 
as des types indu
tifs vides ou �a un seul 
onstru
teur (par exemple l'�egalit�e de Leibniz eq).Pour r�esumer, la d�e�nition du type indu
tif nat (de sorte Set) d�e
len
he la d�e�nition automa-tique des trois prin
ipes d'�elimination nat re
, nat ind et nat re
t. Par 
ontre, la d�e�nition de le ned�e
len
he que la 
onstru
tion d'un seul prin
ipe d'�elimination (qui est non-d�ependant). Dans lesdeux 
as, il est toutefois possible de d�e�nir les prin
ipes manquants, qu'ils soient d�ependants ounon. Cela se fait au moyen de la 
ommande S
heme :S
heme T(indjre
jre
t) := (Indu
tion j Minimality) for T Sort (Prop j Set j Type):A titre d'exemple, l'op�erateur de r�e
ursion non d�ependant nat min re
 (5.1) peut être g�en�er�e par la
ommande suivante : S
heme nat min re
 := Minimality for nat Sort Set.De la même fa�
on, le prin
ipe d�ependant asso
i�e �a le peut être g�en�er�e par la 
ommande :S
heme le dep ind := Indu
tion for le Sort Prop.
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hoix d'une repr�esentation indu
tive parti
uli�ere pour un type de donn�ees d�etermine lamani�ere de raisonner sur les objets de 
e type. Pour �eviter de 
ontraindre la mani�ere de raisonnersur un type de donn�ees, on peut 
hoisir de le repr�esenter 
omme un type abstrait.On peut repr�esenter un type abstrait dans Coq en le d�e
rivant �a l'aide de param�etres etd'axiomes. Par exemple le type nat pr�esent�e dans la se
tion pr�e
�edente peut être d�e
rit par lesparam�etres suivants :Parameter Anat:Set.Parameter AO:nat.Parameter AS:nat->nat.Axiom AS_inj : (n,m:Anat)(AS n)=(AS m)->n=m.Axiom AO_AS : (n:Anat)~AO=(AS n).Les trois premi�eres lignes permettent de d�e
rire le type en donnant son nom et ses 
onstru
teurs. Ondonne ensuite les propri�et�es d'inje
tivit�e pour les 
onstru
teurs fon
tionnels (i
i AS). Finalement,on donne en axiome une propri�et�e de non-
onfusion, dont on peut d�eduire qu'un nombre ne peutpas s'�e
rire de deux fa�
ons di��erentes ave
 ses 
onstru
teurs. Avoir une repr�esentation axiomatiqued'un type de donn�ees ne permet pas de 
al
uler sur 
e type. Par 
ons�equent, d�es lors que l'on veutprogrammer, on utilisera plutôt une repr�esentation 
on
r�ete sous forme de type indu
tif.5.1.1.3 Passage d'une stru
ture de donn�ees �a une autreChoisir une 
ertaine repr�esentation d'un type de donn�ees, 
'est non seulement 
hoisir unemani�ere de 
al
uler, mais aussi s'imposer une mani�ere 
anonique de raisonner sur 
es donn�ees.On peut pourtant être amen�e, pour des raisons d'eÆ
a
it�e, �a 
hanger de repr�esentation 
on
r�eted'un type de donn�ees et vouloir 
onserver les prin
ipes de raisonnement qui sont atta
h�es �a larepr�esentation initiale. Dans 
e 
as, il faudra pouvoir d�e�nir des fon
tions non stru
turelles pour
onserver la stru
ture initiale des donn�ees dans les 
al
uls tout en 
onsid�erant une repr�esentation
on
r�ete des donn�ees.5.1.2 Cal
uls non stru
turels dans CoqComme nous l'avons vu dans la se
tion pr�e
�edente, il est fa
ile de d�e�nir des fon
tions en suivantla stru
ture indu
tive des donn�ees sur lesquels elles 
al
ulent. Cependant, on veut souvent d�e�nirune fon
tion sans suivre la stru
ture indu
tive des donn�ees qu'elle manipule. Pour 
ela, on a re
ours�a la notion d'ordre bien fond�e et �a la d�e�nition de fon
tions r�e
ursives g�en�erales.5.1.2.1 D�e�nitions par ordre bien fond�eLes d�e�nitions par ordre bien fond�e reposent sur la notion d'a

essibilit�e. Celle-
i est d�e�nie enCoq par le type indu
tif suivant :Indu
tive A

 [A : Set; R : A->A->Prop℄ : A->Prop :=A

_intro : (x:A)((y:A)(R y x)->(A

 A R y))->(A

 A R x)



70 Chapitre 5. Passage d'une repr�esentation �a une autreUne relation R sur un ensemble A est dite bien fond�ee si et seulement si tout �el�ement de A esta

essible via R. En termes plus formels, 
ela s'exprime par la d�e�nition suivante :(well founded A R) � 8a : A: (A

 A R a)Fon
tion d'it�eration d'une �etape de 
al
ul Pour d�e�nir une fon
tion par ordre bien fond�e,il faut 
ommen
er par 
onstruire une fon
tion qui d�e
rive les 
al
uls �a 
haque pas d'ex�e
ution del'algorithme. Une telle fon
tion a un type de la forme suivante :F : 8n : A: (8m : A: (R m n)! (B m))! (B n)La fon
tion f de type (8m : A: (R m n) ! (B m)) permet de faire les appels r�e
ursifs. Il faut
ependant noter qu'on ne peut pas l'appeler sur n'importe quelle valeur m ; il faut que m soitstri
tement inf�erieur �a n suivant l'ordre R. Ce 
rit�ere garantie la terminaison de la fon
tion.Constru
tion de la fon
tion A partir de la donn�ee de A, de R, d'une preuve wf prf que R estune relation bien fond�ee sur A, du type de retour �x : A:(B x), et de la fon
tion F , on obtient lad�e�nition : wf F � (well founded indu
tion A R wf prf �x : A:(B x) F )o�u well founded indu
tion est une fon
tion qui a le type suivant :8A : Set: 8R : A! A! Prop:(well founded A R)! 8P : (A! Set): (8x : A: (8y : A: (R y x)! (P y))! (P x))! 8a : A: (P a)5.1.2.2 �Equations de point �xe asso
i�eesMaintenant que l'on a d�e�ni une fon
tion r�e
ursive g�en�erale, on souhaite montrer que 
ette fon
-tion a bien le 
omportement de r�edu
tion que l'on attendait. Malheureusement les fon
tions d�e�niespar ordre bien-fond�e n'ont pas de r�egles de r�edu
tion asso
i�ees �a leur d�e�nition. N�eanmoins, il estpossible de d�emontrer une �equation de point �xe qui exprime sous forme d'une �egalit�e l'�evolutionpas-�a-pas du 
al
ul.A. Balaa et Y. Bertot ont propos�e dans [BB00℄ une m�ethode g�en�erale pour d�eriver une �equationde point �xe �a partir de la d�e�nition d'une fon
tion r�e
ursive g�en�erale. Cette m�ethode permetd'�enon
er et de d�emontrer automatiquement que8a : A: (wf F a) = (F a �y : A: �h : (R y x): (wf F y))�a partir de la donn�ee de F et wf F. A partir de 
ette �equation de point �xe g�en�erale, on peutd�eriver une �equation de point �xe simpli��ee qui d�e
rit le 
omportement de la fon
tion de mani�ereplus 
on
r�ete en fon
tion des 
onstru
teurs 
1;. . . , 
n du type indu
tif manipul�e.8a : A: (wf F a) = Cases a of (
 1 : : :)) : : :j (
 2 x)) (: : : (wf F x) : : :)j : : :end



5.1. Cara
t�eristiques g�en�erales de Coq 715.1.3 �Egalit�es dans CoqNous terminons notre tour d'horizon de Coq par la pr�esentation des di��erentes �egalit�es qui
oexistent dans Coq. Nous 
ommen�
ons par donner les propri�et�es de base de l'�egalit�e de Leibnizdans Coq. Ensuite nous pr�esentons l'�egalit�e d�ependante eq dep qui sera utile dans la suite de notretravail. Pour une des
ription plus 
ompl�ete des di��erentes �egalit�es de Coq et de leurs propri�et�es,nous renvoyons le le
teur int�eress�e au 
hapitre 4 de la th�ese [Alv02℄ de C. Alvarado.5.1.3.1 �Egalit�e de LeibnizIl n'existe pas de notion propre d'�egalit�e propositionnelle dans Coq. L'�egalit�e de Leibniz estsimplement d�e�nie par un type indu
tif param�etr�e et d�ependant. Cette �egalit�e polymorphe estparam�etr�ee par le type des �el�ements 
ompar�es.Comme 
'est le 
as habituellement en th�eorie des types, on distingue deux �egalit�es :{ l'�egalit�e propositionnelle. Il s'agit de l'�egalit�e de Leibniz de Coq (eq) :Indu
tive eq [A : Set; x : A℄ : A->Prop := refl_equal : (eq A x x).{ l'�egalit�e d�e�nitionnelle. Il s'agit de la relation de �Æ�-
onversion dans Coq.Tous les objets �egaux pour l'�egalit�e d�e�nitionnelle sont �egaux pour l'�egalit�e propositionnelle. Par
ontre, la r�e
iproque n'est pas vraie. Les termes n et (plus n O) ne sont pas d�e�nitionnellement�egaux, par 
ontre il est possible de montrer qu'ils sont propositionnellement �egaux. Pour 
ela, onpro
�ede par indu
tion et par r�e�e
riture ave
 l'hypoth�ese de r�e
urren
e.A l'�egalit�e de Leibniz est asso
i�e un prin
ipe de substitution des �egaux par des �egaux ; 
e prin
ipes'�enon
e 
omme suit :eq ind : 8A : Set: 8x : A: 8P : (A! Prop): (P x)! 8y : A: x = y ! (P y)C'est grâ
e �a 
e prin
ipe de base qu'il est possible de faire de la r�e�e
riture dans Coq.5.1.3.2 �Egalit�e d�ependanteL'�egalit�e de Leibniz ne permet que de 
omparer des �el�ements dont on sait a priori qu'ils sontde même type. En pr�esen
e de types d�ependants, on peut vouloir parler de l'�egalit�e entre deux�el�ements dont on ne sait pas en
ore s'ils sont dans la même instan
e du type indu
tif d�ependant.Consid�erons par exemple le 
as de ve
teurs sur lequel nous reviendrons dans le dernier 
hapitre de
e manus
rit. La d�e�nition indu
tive des ve
teurs est la suivante :Indu
tive ve
t [A : Set℄ : nat->Set :=vnil : (ve
t A (0)) | v
ons : (n:nat)A->(ve
t A n)->(ve
t A (S n))Reprenons l'exemple 
lassique de l'asso
iativit�e de la 
on
at�enation des ve
teurs. La fon
tion de
on
at�enation a le type suivant
on
at : 8n : nat: (ve
t A n)! 8m : nat: (ve
t A m)! (ve
t (plus n m))Le premier r�e
exe serait d'�enon
er la propri�et�e d'asso
iativit�e de la mani�ere suivante :8n;m; p : nat: 8v : (ve
t A n);w : (ve
t A m); z : (ve
t A p):(
on
at n v (plus m p) (
on
at m w p z)) = (
on
at (plus n m) (
on
at n v m w) p z)Malheureusement 
e terme n'est pas bien typ�e. En e�et le type du membre gau
he de l'�egalit�e est(ve
t A (plus n (plus m p))) alors que le type du membre droit est (ve
t A (plus (plus n m) p)).



72 Chapitre 5. Passage d'une repr�esentation �a une autreComme (plus n (plus m p)) et (plus (plus n m) p) ne sont pas 
onvertibles, les deux types sontdi��erents. Par 
ons�equent, pour pouvoir �enon
er de telles propri�et�es il faudrait pouvoir parler del'�egalit�e entre objets de la même famille indu
tive, mais dont les types ne sont pas n�e
essairement
onvertibles. C'est 
e que permet de faire l'�egalit�e d�ependante propos�ee par Thierry Coquand.L'�egalit�e d�ependante est d�e�nie de la fa�
on suivante :Indu
tive eq_dep [U : Set; P : U->Set; p : U; x : (P p)℄: (q:U)(P q)->Prop := eq_dep_intro : (eq_dep U P p x p x)L'�enon
�e pr�e
�edent se r�e�e
rit en utilisant l'�egalit�e d�ependante 
omme :8n;m; p : nat: 8v : (ve
t A n);w : (ve
t A m); z : (ve
t A p):(eq dep nat (ve
t A)(plus n (plus m p)) (
on
at n v (plus m p) (
on
at m w p z))(plus (plus n m) p) (
on
at (plus n m) (
on
at n v m w) p z))Relation entre �egalit�e de Leibniz et �egalit�e d�ependante Si l'on ajoute �a Coq, l'axiomed'uni
it�e des preuves d'�egalit�e1 (aussi appel�e UIP - Uniqueness of Identity Proofs en anglais), onpeut d�eduire l'�egalit�e de Leibniz de l'�egalit�e d�ependante entre deux �el�ements de la même instan
ed'une famille indu
tive 
omme ve
t.8p : U: 8x; y : (P p): (eq dep p x p y)! x = yL'�egalit�e d�ependante sera utile dans la suite de nos travaux pour d�emontrer 
ertaines propri�et�esdes op�erations de �ltrage non stru
turelles. Il existe une alternative �a l'�egalit�e d�ependante dansCoq : l'�egalit�e de John Major, propos�ee par C. M
Bride dans sa th�ese [M
B99℄. Nous aurions�egalement pu l'utiliser 
omme alternative �a l'�egalit�e d�ependante de Coq.5.2 MotivationsDans la suite de 
e do
ument, nous nous int�eressons aux di��erentes repr�esentations 
on
r�etespossibles pour une notion math�ematique donn�ee. Nous �etudions plus parti
uli�erement les moyensde 
hanger la repr�esentation 
on
r�ete d'un type de donn�ees sans avoir �a red�emontrer �a la maintoute la biblioth�eque de th�eories d�evelopp�ee pour la repr�esentation initiale.5.2.1 Pourquoi 
onsid�erer plusieurs repr�esentations 
on
r�etes ?Une notion math�ematique peut avoir di��erentes repr�esentations 
on
r�etes. Cha
une de 
esrepr�esentations 
on
r�etes pr�esente des avantages et des in
onv�enients sp�e
i�ques. C'est pourquoile 
hoix d'une stru
ture de donn�ees 
on
r�ete d�epend g�en�eralement de l'utilisation que l'on veut enfaire. Prenons l'exemple des entiers naturels. Pour 
al
uler eÆ
a
ement sur 
es entiers, on 
hoisiraune repr�esentation binaire alors que si l'on veut d�emontrer des propri�et�es arithm�etiques, il seraplus 
onfortable d'utiliser la repr�esentation unaire (�a la Peano) des entiers. En e�et, dans 
e 
as,le prin
ipe de r�e
urren
e habituel sur les entiersP (0) ^ (8n : nat: P (n)! P (n+ 1))! 8n : nat: P (n)1L'axiome d'uni
it�e des preuves d'�egalit�e exprime que le type x = x n'a qu'un seul habitant. En termes plusformels : 8x : A: 8p; q : x = x: p == q



5.2. Motivations 73se d�emontre simplement par r�e
urren
e sur la stru
ture des entiers de Peano.P. Wadler a introduit �a la �n des ann�ees 80 [Wad87℄ la notion de vues (views en anglais). Cela
onsiste �a 
onsid�erer un type de donn�ees suivant di��erents points de vue. Par exemple, les nombres
omplexes peuvent être vus de deux mani�eres di��erentes : soit par leur repr�esentation 
art�esiennez = a + ib, soit par leur repr�esentation polaire z = �:ei�. Une liste peut être être lue, soit de lagau
he vers la droite, soit de la droite vers la gau
he. De même une liste de 
ouples peut être vue
omme un 
ouple de listes. . .Pour en revenir �a l'exemple des entiers naturels, les deux repr�esentations unaire et binaire sontutiles et devraient pouvoir 
oexister. Si pour des raisons d'eÆ
a
it�e, on se restreint �a la seulerepr�esentation binaire des entiers naturels, on pourra d�e�nir fa
ilement les op�erations de base
omme l'addition et la multipli
ation et prouver les propri�et�es qui leur sont asso
i�ees. Cependant,on ne pourra pas d�e�nir simplement une fon
tion 
omme la fa
torielle. En e�et, la stru
ture del'algorithme de 
al
ul de la fa
torielle 
orrespond exa
tement �a la stru
ture des entiers de Peano.Il n'est pas possible de programmer la fa
torielle en suivant la stru
ture des entiers binaires. Dansle 
adre des entiers binaires, on devra revenir �a une d�e�nition par ordre bien fond�e.5.2.2 Mise en 
orrespondan
e de deux types de donn�eesLa mise en 
orrespondan
e de deux types de donn�ees doit être s�emantiquement valide pourque les m�ethodes pr�esent�ees dans les pro
hains 
hapitres soient valides. En parti
ulier, il existe unisomorphisme entre N et Z, 
ependant les �el�ements mis en 
orrespondan
e ont des interpr�etationsdi��erentes.Supposons que l'on veuille transformer la repr�esentation A d'une notion math�ematique en unerepr�esentation B qui lui est isomorphe. La premi�ere �etape 
onsiste �a d�e�nir les homologues des
onstru
teurs du type indu
tif A sous forme de fon
tions. Ensuite, il faut asso
ier les fon
tionstravaillant sur A ave
 des fon
tions �equivalentes travaillant sur B. Ensuite, il suÆt de traduiresyntaxiquement les �enon
�es des th�eor�emes en rempla�
ant A par B, les 
onstru
teurs de A par leurshomologues dans B et les fon
tions sur A par les fon
tions �equivalentes sur B.5.2.3 Changements de repr�esentation d'une donn�ee dans un d�eveloppementformelOn 
onsid�ere que l'on dispose d'une suite des th�eor�emes t1; t2; : : : ; tn ordonn�es suivant l'ordrede leurs d�ependan
es les uns par rapport aux autres. Ces th�eor�emes �etablissent des propri�et�es surles �el�ements du type A. On suppose que t01; t02; : : : ; t0n sont les �enon
�es des th�eor�emes �equivalents �at1; t2; : : : ; tn o�u le type A a �et�e 
hang�e en B. Il existe deux 
hemins pour d�emontrer le th�eor�emet0n. On peut d�emontrer tous les th�eor�emes de la th�eorie bas�ee sur A, puis prouver dire
tement ledernier en utilisant tn, ou bien re
onstruire une th�eorie t01; t02; : : : ; t0n ave
 
omme type de base Bau lieu de A.Le 
hemin t0 ! tn ! t0n 
orrespond �a la tradu
tion par l'utilisation dire
te de l'isomorphismereliant A et B. Nous �etudions 
ette te
hnique dans le dernier 
hapitre de 
ette th�ese. Le 
hemint0 ! t00 ! t0n 
orrespond �a l'utilisation de la tradu
tion stru
turelle des termes de preuve quenous allons pr�esenter dans la suite de 
e do
ument. Cette tradu
tion stru
turelle 
onduit �a d�e�nirsur la repr�esentation B les op�erations suivant la stru
ture de A.
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t 1 t’1

t n t’n

correspondance

syntaxiquedependance

BAFig. 5.2 { Mise en 
orrespondan
e de deux d�eveloppement formels. Les 
�e
hes verti
alesrepr�esentent les d�ependan
es entre les th�eor�emes alors que les 
�e
hes horizontales repr�esententla 
orrespondan
e syntaxique entre les �enon
�es des th�eor�emes dans les deux repr�esentations.5.2.4 Donn�ees a�e
t�ees par un 
hangement de repr�esentationsLe 
hangement de repr�esentation peut se faire en rempla�
ant un type indu
tif par un autre,passant ainsi de la repr�esentation unaire �a la repr�esentation binaire des entiers par exemple. Unefois la te
hnologie bien mâ�tris�ee dans 
e 
as, on s'int�eressera au 
hangement de repr�esentation d'unpr�edi
at d�e�ni indu
tivement. Finalement on pourra 
onsid�erer les 
hangements de repr�esentationsen pr�esen
e de types d�ependants.Parall�element �a 
ette hi�erar
hisation des 
hangements de repr�esentations, des plus simples auxplus 
omplexes, on peut imaginer de 
hanger la repr�esentation d'une fon
tion en 
onservant toute
hose �egale par ailleurs. Apr�es tout, les fon
tions sont des objets de premi�ere 
lasse. On peut parexemple, vouloir rempla
er la version r�e
ursive de l'addition sur les entiers de Peano par une versionr�e
ursive terminale. De tels 
hangements de repr�esentation interviendront aussi si l'on transformeune d�e�nition par point-�xe en une d�e�nition �equivalente bas�e sur une relation bien fond�ee.5.3 Travaux reli�es5.3.1 Pr�esentation universelle des donn�eesVenanzio Capretta d�e
rit dans [Cap99℄ une formalisation de la notion d'alg�ebre universelle enth�eorie des types. L'int�erêt d'un tel d�eveloppement est qu'il permet d'avoir un 
adre g�en�erique pourla sp�e
i�
ation de stru
tures de donn�ees. En utilisant 
e 
adre, on peut fa
ilement repr�esenter lesth�eories du premier ordre d�e
rivant les entiers naturels et leurs op�erations 
lassiques sous formed'une alg�ebre de termes (ave
 les symboles O, S, plus. . . ). Il est ensuite envisageable d'exprimer dans
e même langage formel 
e qu'est un th�eor�eme sur les entiers naturels (par un ensemble de r�egles de
onstru
tion par exemple). A partir de l�a, il devient possible de 
onstruire deux interpr�etations de
es th�eor�emes dans les entiers de Peano et dans l'arithm�etique binaire. On peut ensuite envisagerd'�etablir un prin
ipe qui montre que tout th�eor�eme sur les entiers de Peano a un �equivalent sur lesentiers binaires.Cette appro
he pr�esente l'avantage d'être tr�es formelle et g�en�erale, mais l'in
onv�enient d'être dif-�
ilement utilisable en pratique. Elle se rappro
he des te
hniques de r�e
exion [Bou97℄ qui 
onsistent�a exprimer dans un syst�eme des propri�et�es du syst�eme lui-même. I
i, on raisonnerait sur les objetsdu syst�eme (les th�eor�emes sur les entiers naturels) en les mod�elisant �a l'int�erieur même du syst�eme



5.3. Travaux reli�es 75sous forme d'un type de donn�ees 
on
ret.Nous n'avons pas retenu 
ette te
hnique 
ar le prin
ipe �a �etablir demande un e�ort 
onsid�erablepour d�e
rire le 
adre logique dans lui-même. De plus, le r�esultat d'in
ompl�etude de G�odel montreque 
et obje
tif ne peut être atteint que partiellement.5.3.2 C�r
ionsUne mani�ere de manipuler simultan�ement des repr�esentations 
on
r�etes d'une même notionmath�ematique dans une th�eorie d�evelopp�ee formellement 
onsiste �a utiliser des 
�r
ions impli-
ites [Bar95, Sa��97, Luo99℄. Cette te
hnique permet d'utiliser indi��eremment des fon
tions de typeA! A ou de type B ! B sur des objets de type A et B. Au moment du typage, le syst�eme detypes va rajouter aux bons endroits les 
�r
ions entre B et A par exemple. Ainsi, dans le 
ontextef : A! A;x : B, le terme (f x) est transform�e en (f (
 x)) o�u 
 : B ! A est la 
�r
ion de A versB. La mise en �uvre des 
�r
ions fait intervenir un 
ertain nombre de 
on
epts diÆ
iles dont lesdeux suivants.{ Il faut s'assurer de la 
oh�eren
e du syst�eme ave
 
�r
ions. Cela signi�e que le graphe engendr�epar un ensemble de 
�r
ions par 
omposition et instantiation doit avoir la propri�et�e suivante :pour tout 
ouple de types A et B, toutes les 
�r
ions de A vers B doivent être 
onvertibles.{ En�n les syst�emes ave
 
�r
ions ne prennent pas en 
ompte les 
�r
ions aller-et-retour (ba
k-and-forth) qui sont n�e
essaires pour passer d'une repr�esentation �a une autre des donn�ees etvi
e-versa.Dans notre �etude, nous ne nous trouvons pas dans la situation o�u les deux repr�esentations doivent
oexister. C'est pourquoi nous n'aurons pas besoin d'utiliser les 
�r
ions.5.3.3 Transformations automatiques de preuvesNous nous int�eressons aux te
hniques de transformation automatique de preuves a�n de r�eutiliserles preuves 
onstruites ave
 la repr�esentation initiale des donn�ees pour �etablir les preuves 
orres-pondantes dans la nouvelle repr�esentation. De nombreux travaux ont �et�e e�e
tu�es sur des sujetssimilaires aussi bien dans le 
adre de la synth�ese de programmes [Mad89, And94, Ri
95℄ que dans
elui des preuves par analogie [MW99℄ visant �a r�eutiliser l'exp�erien
e a
quise dans les preuvespr�e
�edentes. D'autres travaux ont �et�e men�es sur le th�eme de la 
oop�eration et de la r�eutilisationdans un syst�eme d'aide �a la preuve de d�emonstrations 
onstruites dans un autre [Den00, FH97℄.5.3.3.1 Transformation de preuves et synth�ese de programmesLe paradigme proofs-as-programs 
onsiste �a extraire d'une preuve 
onstru
tive de l'�enon
�e :8x:P (x) ) 9y j Q(x; y)un programme fon
tionnel 
al
ulant y �a partir de x. Plusieurs �etudes ont �et�e r�ealis�ees 
on
ernant latransformation ou l'optimisation de programmes par modi�
ation de la preuve �a partir de laquelleils sont synth�etis�es.P. Madden [Mad89℄ propose de transformer automatiquement des programmes par la transforma-tion automatique de la preuve de leur sp�e
i�
ation. Il montre, en parti
ulier, 
omment des trans-formations au niveau de la preuve permettent la sp�e
ialisation du programme extrait. P. Anderson[And94℄ pr�esente un moyen d'en
oder les transformations de preuve au sein du syst�eme Elf. Ellepropose d'optimiser un programme en modi�ant dire
tement la stru
ture de la preuve sous-ja
enteplutôt que d'utiliser les te
hniques standards (purement syntaxiques) d'optimisation. Elle montre,
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omment utiliser 
ette m�ethode pour transformer une d�e�nition de fon
tion r�e
ursiveen une d�e�nition r�e
ursive-terminale.J. Ri
hardson [Ri
95℄ utilise les transformations de preuve pour 
hanger les stru
tures dedonn�ees mises en jeu dans la preuve et le programme qui en est extrait. Cela permet en dispo-sant de stru
tures de donn�ees sur lesquelles les op�erations de base sont plus eÆ
a
es d'am�eliorer lesperforman
es des programmes extraits. Consid�erons par exemple un 
hangement de repr�esentationdes entiers naturels : le passage des entiers de Peano aux entiers binaires. On se donne la d�e�nitiondes entiers de Peano et de l'addition sur 
e type de donn�ees, la d�e�nition des entiers binaires etdes fon
tions de passage d'une repr�esentation �a l'autre. A partir de 
es �el�ements, il est possible de
onstruire automatiquement une preuve de la sp�e
i�
ation8x; y : bin: 9z : bin j nat(z) = nat(x) + nat(y)o�u nat est une fon
tion de tradu
tion des entiers binaires vers les entiers de Peano. Le travailpr�esent�e dans [Ri
95℄ permet d'obtenir une preuve de 
ette propri�et�e �a partir de laquelle il estpossible de synth�etiser un programme raisonnablement eÆ
a
e de 
al
ul de l'addition sur les entiersbinaires. Ce r�esultat aurait pu être utilis�e dans notre travail pour synth�etiser les op�erations de basesur les entiers binaires. Cependant, il ne permet pas d'obtenir l'algorithme le plus eÆ
a
e de 
al
ulde la somme de deux entiers binaires. Nous avons don
 pr�ef�er�e 
onsid�erer que la d�e�nition desop�erations de base sur un nouveau type 
on
ret fait partie des donn�ees initiales du probl�eme.5.3.3.2 Preuves par analogieUn autre sujet de re
her
he int�eressant est l'utilisation du raisonnement par analogie dans lesassistants de preuve. Il est en e�et fr�equent que des preuves math�ematiques informelles 
ontiennentdes formules 
omme \On d�emontrerait P de la même fa�
on que l'on a �etabli Q".On peut distinguer deux �etapes dans la preuve par analogie :{ 
hoisir, dans une base de donn�ees, un th�eor�eme Q sur lequel on va s'appuyer pour 
onstruirela d�emonstration du nouveau th�eor�eme P ; 
'est le r�eda
teur de la preuve qui prend habituel-lement en 
harge 
ette partie ;{ adapter la preuve de Q pour que 
elle-
i soit une preuve de P ; 
'est une tâ
he qui in
ombeau le
teur de la preuve.Dans le 
adre des syst�emes d'aide �a la d�emonstration de th�eor�emes, des travaux 
on
ernant l'auto-matisation de 
es deux aspe
ts du raisonnement par analogie ont �et�e e�e
tu�es. R. Curien proposedans [Cur95℄ une m�ethode pour re
her
her dans une base de th�eor�emes un �enon
�e dont la preuvepourrait être r�eutilis�ee pour �etablir le nouvel �enon
�e 
onsid�er�e. Cette re
her
he se base sur la notionde �ltrage d'ordre 2 sur l'�enon
�e du th�eor�eme dont on 
her
he �a �etablir une preuve. Supposons quel'on 
her
he �a �etablir une preuve de 8n;m : nat: (mult n m) = (mult m n), on 
onstruit un motifdans lequel on peut avoir des variables qui repr�esentent des objets du premier ordre et des fon
tionssur 
es objets (d'o�u le terme \2e ordre"). Dans l'exemple pr�e
�edent, le motif 
onstruit est le suivant(f x y) = (f y x) ave
 f un symbole de fon
tion et x et y des variables du premier ordre. Lesyst�eme 
her
he ensuite dans la base de donn�ees un �enon
�e qui est une instan
e de 
e motif, parexemple 8n;m : nat: (plus n m) = (plus m n).E. Melis et J. Whittle proposent dans [MW99℄ une te
hnique pour 
onstruire 
ette nouvellepreuve �a partir du mod�ele. On 
ommen
e par �etablir une 
orrespondan
e entre les objets mis enjeu dans 
ha
un des deux th�eor�emes, puis on rejoue en parall�ele la 
onstru
tion des preuves del'an
ien et du nouveau th�eor�eme tant que le but (le th�eor�eme 
ourant �a �etablir) dans le th�eor�eme
ible v�eri�e les 
rit�eres autorisant l'appli
ation du même pas de preuve que dans l'original. Si 
es
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onditions ne sont pas v�eri��ees, on re
ourt soit �a des heuristiques 
lassiques r�esolvant le but, soit�a la sp�e
ulation d'un lemme permettant l'�etablissement de la propri�et�e re
her
h�ee. On tentera deprouver 
e lemme s�epar�ement. La sp�e
ulation de lemme s'a

ompagne de l'utilisation d'un disproverqui, par la re
her
he de 
ontre-exemples, v�eri�e si le lemme sp�e
ul�e n'est pas trivialement faux.Ces id�ees ont �et�e impl�ement�ees ave
 su

�es au sein du d�emonstrateur de th�eor�emes CLAM. Cesyst�eme est bas�e sur des ta
tiques et des proof-plans (qui peut être 
onsid�er�es 
omme des super-ta
tiques permettant une large automatisation des preuves). Les 
al
uls de re
her
he de preuvee�e
tu�es par 
es ta
tiques peuvent être arbitrairement 
ompliqu�es. Dans notre appro
he, noustravaillons sur une des
ription exa
te de la preuve ind�ependamment de la fa�
on dont elle a �et�e
onstruite. Le syst�eme Coq donne un moyen plus pr�e
is de 
ontrôler la tradu
tion des preuves. Ene�et, en 
as d'�e
he
 de l'appli
ation d'une r�egle dans un proof-plan, il est diÆ
ile d'en d�eterminerles raisons et de r�esoudre le probl�eme. Dans le 
as d'un terme de preuve, les �etapes de raisonnement
onsid�er�ees sont �el�ementaires et en 
as d'�e
he
, on peut plus fa
ilement trouver quelle autre r�egleappliquer pour pouvoir poursuivre la tradu
tion de la preuve.5.3.3.3 Tradu
tion d'un formalisme vers un autreE. Denney [Den00℄ propose un m�e
anisme de tradu
tion permettant de g�en�erer des s
riptsde preuve Coq �a partir d'un enregistrement du d�eroulement d'une preuve dans le syst�eme HOL[GM93℄. HOL (a
ronyme de Higher-Order Logi
, logique d'ordre sup�erieur) est un syst�eme depreuves dans la tradition de LCF. Seuls les �enon
�es des th�eor�emes sont repr�esent�es dans un �-
al
ul simplement typ�e. En parti
ulier, il n'y a pas de repr�esentation des preuves sous forme de�-termes, 
elles-
i sont repr�esent�ees sous forme d'une su

ession d'appli
ations de r�egles d'inf�eren
e.Il n'existe par ailleurs pas de notion de 
onvertibilit�e 
omme 
'est le 
as dans Coq.Un m�e
anisme de tradu
tion tel que 
elui d�e
rit dans [Den00℄ permet la r�eutilisation des preuvesd�evelopp�ees en HOL pour 
onstruire de nouvelles th�eories dans Coq ; on �evite ainsi de reformaliserles mêmes notions math�ematiques dans des syst�emes di��erents.Le probl�eme de la 
oop�eration entre les syst�emes de preuves a d�ej�a �et�e �etudi�e dans le 
as dessyst�emes HOL et Nuprl [FH97℄. A. Felty et D. Howe ont r�ealis�e une formalisation hybride d'unepreuve de normalisation de la logique 
ombinatoire SK simplement typ�ee en utilisant �a la fois desbiblioth�eques de th�eor�emes dans les deux syst�emes. De tels travaux ont pour obje
tif de montrerqu'il n'est pas n�e
essaire de red�e�nir une th�eorie si elle est d�ej�a formalis�ee dans un autre syst�eme.Elle peut, en e�et, soit être utilis�ee dire
tement, soit traduite syst�ematiquement dans le formalismed�esir�e.Lors d'une tradu
tion 
omme 
elle propos�ee par Denney, on est amen�e �a exprimer des notionsprimitives dans le formalisme de d�epart par des th�eor�emes d�edi�es \les imitant" dans le formalismed'arriv�ee. C'est le 
as pour les op�erateurs de r�e�e
riture au niveau de l'�equivalen
e propositionnelledans HOL. Les �etapes de r�e�e
riture sont rempla
�ees par l'appli
ation d'un th�eor�eme Coq simulantun pas de r�e�e
riture. Cette te
hnique de rempla
ement de manipulations primitives de termes parl'appli
ation de th�eor�emes sera r�eutilis�ee dans notre travail.5.3.4 R�eutilisation des preuves dans CoqNous pr�esentons quelques travaux sur la r�eutilisation des preuves dans Coq. O. Pons a �etudi�edes m�e
anismes de g�en�eralisation de th�eor�emes a�n qu'ils puissent être r�eutilis�es dans d'autres
ontextes. C. Dubois, J. Grandguillot et M. Jaume ont �etudi�e 
omment r�eutiliser un d�eveloppementformel sur les groupes pour 
onstruire une nouvelle th�eorie sur les groupes, qu'ils ont import�ee dansle syst�eme Fo
 [GF03℄.



78 Chapitre 5. Passage d'une repr�esentation �a une autre5.3.4.1 G�en�eralisation de th�eor�emesO. Pons [Pon99, Pon00℄ propose un m�e
anisme de g�en�eralisation des th�eor�emes et de leursd�emonstrations dans le but de les r�einstan
ier et de les r�eutiliser dans d'autres 
ontextes. A partird'un th�eor�eme 
omme mult permute, il d�erive un th�eor�eme g�en�erique f permute. La g�en�eralisation
onsiste �a rajouter 
omme pr�emisses �a l'�enon
�e de f permute toutes les propri�et�es de base utilis�eesdans la preuve de f permute, par exemple f sym et f asso
 l. Ce nouveau th�eor�eme peut alors êtrer�einstan
i�e par n'importe quelle op�eration op (�a la pla
e de f) du moment qu'elle v�eri�e les propri�et�esde base 
omme op sym et op asso
 l. Cette m�ethode permet la r�eutilisation de nombreuses preuveslors du d�eveloppement d'une nouvelle th�eorie. Cependant elle pr�esente un in
onv�enient. Lors de laphase d'abstra
tion, on abstrait une fon
tion uniquement par son type et ses propri�et�es logiquessans prendre en 
onsid�eration ses propri�et�es 
al
ulatoires. Un des prin
ipaux obje
tifs du travailque nous pr�esentons dans 
ette th�ese est justement de prendre en 
ompte 
es aspe
ts 
al
ulatoireslors de la transformation de termes de preuve.5.3.4.2 R�eutilisation d'un d�eveloppement sur les groupesC. Dubois, J. Grandguillot et M. Jaume [DGJ03℄ ont �etudi�e 
omment reprendre une th�eoried�evelopp�ee formellement pour l'int�egrer dans un nouveau 
ontexte. Ils ont travaill�e �a l'int�egrationd'une biblioth�eque sur la th�eorie des groupes dans le syst�eme Fo
 [GF03℄. Dans 
e syst�eme, lesstru
tures sont param�etr�ees par une relation d'�equivalen
e alors que l'�etude sur les groupes dansle syst�eme Coq utilise l'�egalit�e syntaxique. La premi�ere phase de leur travail 
onsiste �a rempla
erl'�egalit�e utilis�ee dans le d�eveloppement Coq par une relation d'�equivalen
e quel
onque. Il fautensuite g�en�eraliser les d�emonstrations e�e
tu�ees dans le d�eveloppement initial en les param�etrantpar la relation d'�equivalen
e et les propri�et�es de 
ongruen
e qu'elles doivent v�eri�er. La deuxi�emephase 
onsiste simplement �a traduire le nouveau d�eveloppement Coq obtenu vers le formalisme duprojet Fo
.5.3.4.3 R�eutilisation des preuves en th�eorie des typesParall�element �a notre appro
he plutôt pragmatique, G. Barthe et O. Pons [BP01℄ ont �etudi�el'appli
ation des isomorphismes de types �a la r�eutilisation des preuves dans les th�eories des typesave
 types d�ependants. Leur travail est bas�e sur une interpr�etation 
al
ulatoire de 
ertains isomor-phismes de types en utilisant des 
�r
ions. Ils �etudient entre autres, l'isomorphisme entre entiersde Peano et entiers binaires, ainsi que l'isomorphisme entre les enregistrements (re
ords) asso
iatifs�a gau
he et les enregistrements asso
iatifs �a droite. Ils proposent un formalisme logique dans lequell'utilisateur peut manipuler les donn�ees en les 
onsid�erant de plusieurs points de vue di��erents.



Chapitre 6Du 
al
ul vers le raisonnement logiqueDans Coq, les preuves formelles sont g�en�eralement 
onstruites par l'appli
ation de ta
tiques.Une fois termin�ees, elles sont sto
k�ees sous forme de termes de preuve. Pour des raisons de robustesseet de 
ompl�etude, nous avons 
hoisi de travailler au niveau des termes de preuves plutôt qu'ave
 less
ripts de preuves. Dans 
e 
hapitre, nous allons montrer 
omment transformer une preuve pourqu'elle ne d�epende plus des propri�et�es 
al
ulatoires du type de donn�ees sur lequel on �enon
e unepropri�et�e. Les travaux pr�esent�es dans 
e 
hapitre sont d�e
rits dans les arti
les [MB00℄ et [Mag03℄.6.1 Termes 
onsid�er�esConform�ement �a l'usage en Th�eorie des Types, on 
onsid�ere un ensemble de sortes S ave
 trois�el�ements Prop, Set et Type. Un terme est un �el�ement du langage T d�e�ni 
omme suit :T ::= �x : T :T j (T T ) j 8x : T : T j S j x j C j I j CIj let x = T : T in Tj hT i
ase T of fT gC repr�esente l'ensemble des 
onstantes du langage, I l'ensemble des types indu
tifs et CI l'ensembledes 
onstru
teurs de 
es types indu
tifs. Ce langage 
orrespond �a l'ensemble des termes que l'onren
ontre habituellement dans les termes de preuves. Nous avons d�elib�er�ement ignor�e la 
onstru
tionpar point-�xe (�x), en e�et 
elle-
i n'apparâ�t qu'ex
eptionnellement dans les termes de preuve.La plupart du temps la r�e
ursion stru
turelle est 
a
h�ee derri�ere la d�e�nition d'une 
onstante ; parexemple l'op�erateur de r�e
ursion nat re
. N�eanmoins nous proposerons dans le 
hapitre suivant, unemani�ere syst�ematique de transformer une fon
tion r�e
ursive stru
turelle (utilisant le 
onstru
tion�x) en une d�e�nition par ordre bien-fond�e.Notre travail 
onsiste �a rendre expli
ites toutes les �etapes de raisonnement utilisant les pro-pri�et�es 
al
ulatoires des types indu
tifs et des fon
tions stru
turellement r�e
ursives. Dans un pre-mier temps, nous allons 
a
her les 
onstru
tions de �ltrage (hT i
ase T of fT g) sur les donn�eesd�e�nies indu
tivement en les rempla�
ant par l'appli
ation d'un op�erateur de r�e
ursion stru
turellebien 
hoisi. Une fois 
ette phase a
hev�ee, nous verrons 
omment repr�esenter les fon
tions r�e
ursivesstru
turelles 
omme des objets logiques sans propri�et�es 
al
ulatoires. En�n, nous montrerons 
om-ment rendre expli
ites toutes les �etapes 
al
ulatoires utilis�ees dans la 
onstru
tion d'un terme depreuve. Au bout du 
ompte, nous aurons d�evelopp�e un m�e
anisme pour transformer les termes depreuve en de nouveaux qui ne d�ependront plus impli
itement mais expli
itement de l'implantation
on
r�ete et don
 des propri�et�es 
al
ulatoires des fon
tions.79



80 Chapitre 6. Du 
al
ul vers le raisonnement logique6.2 �Elimination des 
onstru
tions de �ltrage expli
iteLes 
onstru
tions de �ltrage pr�esentes dans les termes de preuve peuvent avoir deux originesdi��erentes :{ l'utilisateur peut avoir eu re
ours �a la ta
tique Case pour r�esoudre un but en faisant del'analyse par 
as, plutôt que d'utiliser le prin
ipe d'indu
tion 
orrespondant ;{ il est plus probable que l'apparition de 
ette 
onstru
tion de �ltrage dans le terme de preuvesoit due �a l'appli
ation de la ta
tique Inversion [CT96℄ par l'utilisateur.Dans 
ette se
tion, nous prenons 
omme exemple la propri�et�e 8n : nat: n � O ! n = O qui sed�emontre par inversion sur le pr�edi
at indu
tif le. Cette preuve 
ontient des expressions de �ltragestru
turel dû �a 
ette inversion.Ce th�eor�eme est d�emontr�e par le s
ript suivant :Lemma example : (n:nat)(le n O)->n=O.Intros n H ; Inversion H ; Auto.Qed.et le terme de preuve 
onstruit est donn�e �a la �gure 6.1.�n : nat:�H : (le n O):let H0 = h�p : nat:p = O! n = OiCases H ofle n) �H0 : n = O:(eq ind nat O �n : nat:n = O (re
 equal nat O)n (sym eq nat n O H0))j (le S m H0)) �H1 : (S m) = O:(let H2 = (eq ind nat (S m)�e : nat:hPropiCases e ofO ) Falseend I O H1)in (False ind (le n m)! n = O H2) H0)endin (H0 (re
 equal nat O)):Fig. 6.1 { Un terme prouvant le lemme exampleDans 
ette se
tion, nous allons montrer 
omment rempla
er une 
onstru
tion de �ltrage parl'appli
ation d'un prin
ipe d'indu
tion bien 
hoisi. Nous 
onsid�erons le type indu
tif suivantIndu
tive T : S := j 
1 : 8t1;1 : T1;1 : : : 8t1;i1 : T1;i1 : Tj : : :j 
k : 8tk;1 : Tk;1 : : : 8tk;ik : Tk;ik : Tj : : :j 
n : 8tn;1 : Tn;1 : : : 8tn;in : Tn;in : T:6.2.1 Algorithme d'�elimination des 
onstru
tions de �ltrageConsid�erons une preuve p d'une propri�et�e quel
onque des �el�ements de T . L'algorithme e�e
-tue une analyse r�e
ursive stru
turelle du terme p. Pour la plupart des termes (les 
onstantes, les



6.2. �Elimination des 
onstru
tions de �ltrage expli
ite 81hP i Cases t ofj (
1 t1;1 : : : t1;i1)) r1j : : :j (
k tk;1 : : : tk;ik)) rkj : : :j (
n tn;1 : : : tn;in)) rnend � hP i Case t of�t1;1 : T1;1 : : : �t1;i1 : T1;i1 :r1: : :�tk;1 : Tk;1 : : : �tk;ik : Tk;ik :rk: : :�tn;1 : Tn;1 : : : �tn;in : Tn;in :rnendFig. 6.2 { Un exemple de 
onstru
tion de �ltrage que notre algorithme doit savoir traiterappli
ations, les 
onstru
tions let-in, les abstra
tions. . . ), l'algorithme s'appelle r�e
ursivement surles sous-termes de l'expression 
onsid�er�ee, s'il y en a ; sinon il retourne simplement le terme. Le
as int�eressant est 
elui du traitement de l'analyse par 
as. La �gure 6.2 donne un exemple d'ex-pression de �ltrage que l'on peut être amen�e �a traiter. La partie gau
he 
orrespond �a la notationhabituelle dans le syst�eme Coq alors que la partie droite utilise une notation beau
oup plus pro
hede l'implantation r�eelle du traitement par 
as dans Coq. En pr�esen
e d'une 
onstru
tion de �ltrage,l'algorithme pro
�ede de la fa�
on suivante :1. On 
ommen
e par 
al
uler le type de t. Supposons que t soit de type T , i.e. t : T . Comme nousl'avons vu dans le 
hapitre 5, il existe six op�erateurs de r�e
ursion stru
turelle pour T selonqu'il soit d�ependant ou non et que la sorte des objets 
onstruits au moyen de 
e prin
ipe soitProp, Set ou Type. Ce sont T re
, T ind, et T re
t ainsi que T min re
, T min ind et T min re
t.2. Cette �etape va permettre de d�eterminer lequel des six prin
ipes donn�es 
i-dessus va êtreutilis�e pour simuler le traitement par 
as. Comme le montre la �gure 6.2, P est le pr�edi
atd'�elimination asso
i�e �a la 
onstru
tion de �ltrage [Coq02, 
hap. 14℄. Les types des bran
hesde la 
onstru
tion de �ltrage sont des instan
es du pr�edi
at d'�elimination. La forme de Ppermet de d�eterminer si nous sommes en pr�esen
e d'un �ltrage d�ependant ou non. Si le typedu terme sur lequel on fait le traitement par 
as (dans notre exemple H : (le n O)) apparâ�ten derni�ere �-abstra
tion, alors le �ltrage est d�ependant. Sinon, le �ltrage est non-d�ependant.Dans notre 
as, le �ltrage est non d�ependant puisqu'il n'y a pas de �-abstra
tion sur (le n O)dans P . Une fois que l'on a d�etermin�e si le �ltrage est d�ependant ou non, il reste �a d�eterminerle type des objets 
onstruits par 
ette expression. Pour 
ela, on 
al
ule la sorte de la valeurretourn�ee par P . Par exemple, si on a P � �p : nat: p = O! n = O, alors la sorte retourn�eeest Prop. Par 
ons�equent, on utilisera le prin
ipe le ind.3. Une fois que l'on a identi��e l'op�erateur de r�e
ursion ad�equat (appelons-le indu
tion for T), on
onstruit une instan
e du prin
ipe d'analyse par 
as 
orrespondant (appelons-le 
ase for T).Par exemple, on d�erive de nat re
 un op�erateur (non-r�e
ursif) d'analyse par 
as nat 
ase re
qui a le type suivant :8P : nat! Set: (P O)! (8n : nat: (P (S n)))! 8n : nat: (P n):Le 
al
ul 
i-dessus est ind�ependant du reste des 
al
uls e�e
tu�es par l'algorithme.4. L'algorithme 
al
ule r�e
ursivement de nouveaux termes r01; : : : ; r0n (ne 
ontenant plus au
une
onstru
tion de �ltrage stru
turel) pour tous les sous-termes r1; : : : ; rn de 
ette expression de�ltrage.5. Il reste maintenant �a 
onstruire une appli
ation dont la tête est 
ase for T et qui imite letraitement par 
as stru
turel en utilisant 
et op�erateur de traitement par 
as d�e�ni 
omme



82 Chapitre 6. Du 
al
ul vers le raisonnement logiqueune 
onstante. Finalement, l'algorithme retourne le terme suivant en rempla
ement de la
onstru
tion de �ltrage :(
ase for T P �t1;1 : T1;1 : : : �t1;i1 : T1;i1 :r01: : :�tn;1 : Tn;1 : : : �tn;in : Tn;in :r0nt)En r�esum�e, 
ette transformation supprime les 
onstru
tions de �ltrage expli
ites dans les termesde preuve et les dissimule par l'utilisation d'op�erateurs de traitement par 
as d�e�nis 
omme des
onstantes. Cela permet d'avoir un moyen de d�e
rire les 
onstru
tions d'analyse par 
as sans
onnâ�tre la repr�esentation indu
tive e�e
tive du type de donn�ees.6.2.2 ExempleA partir du terme de preuve donn�e �a la �gure 6.1, l'algorithme produit un nouveau terme depreuve �equivalent, mais sans au
une 
onstru
tion de �ltrage. Ce terme est donn�e �a la �gure 6.3.L'expression Cases H of . . . est rempla
�ee par l'appli
ation du prin
ipe de traitement par 
asle 
ase ind. De plus, Cases e of . . . est rempla
�ee par l'appli
ation de l'op�erateur minimal (i.e.non-d�ependant) nat 
ase re
t min qui a le type suivant : 8P : Type: P ! (nat! P )! nat! P:�n : nat:�H : (le n O):let H0 = (le 
ase ind n �p : nat:p = O! n = O�H0 : n = O:(eq ind nat O �n : nat:n = O (re
 equal nat O)n (sym eq nat n O H0))�m : nat:�H0 : (le n m):�H1 : (S m) = O:(let H2 = (eq ind nat (S m)�e : nat:(nat 
ase re
t min Prop False � : nat:True e)I O H1)in (False ind (le n m)! n = O H2) H0)O H)in (H0 (re
 equal nat O)):Fig. 6.3 { Le terme de preuve sans 
onstru
tions de �ltrage apr�es l'appli
ation de l'algorithme6.3 Propri�et�es 
ara
t�eristiques des fon
tionsLes fon
tions d�e�nies par r�e
ursion stru
turelle ont des r�egles de r�edu
tion qui leur sont as-so
i�ees. Consid�erons l'exemple de la fon
tion plus d'addition de deux entiers de Peano :Fixpoint plus [n:nat℄ : nat -> nat :=[m:nat℄ Cases n of O => m| (S p) => (S (plus p m))end.



6.4. Extra
tion des �etapes de 
al
ul impli
ite des termes de preuves 83Ls termes (plus O n) et n sont intentionnellement �egaux (�Æ�-�equivalents), de même pour les termes(plus (S p) n) et (S (plus p n)). En e�et, les r�egles de r�edu
tion asso
i�ees �a la d�e�nition de plus sontles suivantes : (plus O n) �! n (plus (S n) m) �! (S (plus n m))6.3.1 Sp�e
i�
ation des propri�et�esLes propri�et�es de l'addition sur les entiers de Peano peuvent être axiomatis�ees de fa�
on 
ompl�etementlogique. On peut 
ara
t�eriser 
ette fon
tion par les �equation suivantes :Axiom plus_O_n : (n:nat)(plus O n)=n.Axiom plus_Sn_m : (n,m:nat)(plus (S n) m)=(S (plus n m)).Ces �equations sont d�emontrables par simple r�e
exivit�e de l'�egalit�e puisque leurs membres gau
heet droit sont 
onvertibles. Rempla
er 
es �equations par des propri�et�es �equivalentes pour une nou-velle repr�esentation sera possible alors que l'on ne peut pas transporter la 
onvertibilit�e d'unerepr�esentation �a l'autre. D'un point de vue plus te
hnique, 
es �equations sont ajout�ees dans unebase de r�e�e
riture (appel�ee simpli�
ation) qui servira plus tard pour prouver les 
onje
tures en-gendr�ees par l'algorithme d'extra
tion des �etapes de raisonnement par le 
al
ul dans les termes depreuves.6.3.2 Op�erateurs de r�e
ursion et r�edu
tionLes op�erateurs de r�e
ursion peuvent être vus 
omme des fon
tions 
omme les autres. Par exemplel'op�erateur de r�e
ursion d�ependant nat re
 qui a le type suivant8P : nat! Set: (P O)! (8n : nat: (P n)! (P (S n))! 8n : nat: (P n)est simplement la fon
tion prenant un 
ertain nombre d'arguments, parmi lesquels n et qui retourneun �el�ement appartenant au type d�ependant (P n). Il peut être d�e
rit par les �equations suivantes :(nat re
 P v0 vr O) = v08n : nat: (nat re
 P v0 vr (S n)) = (vr n (nat re
 P v0 vr n))qui simulent la �-r�edu
tion.Une fois que l'on a formul�e 
es d�e�nitions et leurs r�egles de r�edu
tion sous une forme purementlogique, on peut �etudier 
omment rendre expli
ite les �etapes de 
al
ul utilis�ees dans un terme depreuve. C'est 
e que nous allons voir dans la se
tion suivante.6.4 Extra
tion des �etapes de 
al
ul impli
ite des termes de preuvesDans 
ette partie, nous �etudions 
omme rendre un statut logique �a toutes les �etapes de rai-sonnement 
a
h�ees dans du 
al
ul. Les r�egles de r�edu
tion du 
al
ul des 
onstru
tions indu
tivespermettent d'identi�er deux termes syntaxiquement di��erents. Le but de la transformation pro-pos�ee est de di��eren
ier deux termes 
onvertibles modulo �Æ�-r�edu
tion, mais qui ne le sont pasmodulo �Æ-r�edu
tion.



84 Chapitre 6. Du 
al
ul vers le raisonnement logique6.4.1 Un exempleTout au long de 
ette se
tion, nous 
onsid�erons le th�eor�eme plus n O �a titre d'exemple :8n 2 nat n = (plus n O) (6.1)Le �-terme suivant est une preuve de 
ette propri�et�e :�n : nat:(nat ind (�n0 : nat:n0 = (plus n0 O))(re
 equal nat O)�n0 : nat;H : (n0 = (plus n0 O)):(f equal nat nat S n0 (plus n0 O) H) n)Ce th�eor�eme est d�emontr�e par r�e
urren
e sur n, en utilisant le prin
ipe d'indu
tion nat ind. Leterme (re
 equal nat O) est une preuve que O = O. Cependant, grâ
e au m�e
anisme de 
onversion,
'est aussi une preuve de O = (plus O O). De même,�n0 : nat;H : (n0 = (plus n0 O)): (f equal nat nat S n0 (plus n0 O) H)est une preuve de 8n0 : nat: n0 = (plus n0 O)) (S n0) = (S (plus n0 O))C'est aussi une preuve de 8n0 : nat: n0 = (plus n0 O)) (S n0) = (plus (S n0) O) qui 
orrespond autype attendu pour le troisi�eme argument du prin
ipe d'indu
tion nat ind dans la preuve 
i-dessus.6.4.2 Notions de type attendu et type propos�eA�n de pouvoir rendre expli
ite les �etapes de 
al
ul impli
ites dans un terme de preuve, il fauttout d'abord les rep�erer. Pour 
ela, nous utilisons une te
hnique pro
he de 
elle propos�ee par Y.Cos
oy [Cos00℄ dans son travail sur la tradu
tion en langage naturel des termes de preuve. Cettete
hnique est �egalement tr�es pro
he de 
elles propos�ees par L. Magnusson [Mag95℄ pour typer desexpressions ave
 des types d�ependants dans le syst�eme d'aide �a la preuve ALF. Nous avons besoinde d�eterminer les positions dans le terme de preuve o�u les types propos�e et attendu sont di��erents.Nous nous int�eressons plus parti
uli�erement aux types de donn�ees 
on
rets et �a l'�egalit�e de Leibniztelle qu'elle est fournie dans le syst�eme Coq.L'algorithme que nous allons pr�esenter dans le paragraphe suivant utilise les notions de typesattendu et propos�e pour un sous-terme d'un terme plus grand. Consid�erons un terme t, son typeattendu TA est le type que doit avoir t pour que le terme total (auquel appartient t) soit bientyp�e. Le type propos�e TP est, quant �a lui, le type inf�er�e par le syst�eme pour le terme t. A titred'illustration, 
onsid�erons l'appli
ation suivante (t1 t2). Si les types inf�er�es par le syst�eme sont :t1 : T ! U & t2 : T 0Le type attendu pour t2 est alors l'argument T du type fon
tionnel T ! U , alors que son typepropos�e est T 0. L'appli
ation (t1 t2) est bien typ�ee si les types T et T 0 sont 
onvertibles. Quandon utilise le paradigme proofs-as-terms (aussi 
onnu sous le nom formulas-as-types), on voit quele type attendu 
orrespond �a une obligation de preuve, il exprime la propri�et�e que l'on 
her
he �a�etablir. Le type propos�e 
orrespond, quant �a lui, �a un 
onstat de preuve.



6.4. Extra
tion des �etapes de 
al
ul impli
ite des termes de preuves 856.4.3 Une premi�ere solutionNous rappelons i
i que la motivation prin
ipale de 
e travail est de proposer des moyens detransf�erer une d�emonstration faite en utilisant une 
ertaine repr�esentation 
on
r�ete d'une desdonn�ees (sous la forme d'un type indu
tif) en une d�emonstration d'une propri�et�e �equivalente,exprim�ee en utilisant une autre repr�esentation. Dans 
e 
adre, notre premi�ere appro
he 
onsiste �atransformer syntaxiquement un �enon
�e et sa preuve (en suivant la table d'asso
iation relative au
hangement de repr�esentation 
onsid�er�e). Cette tradu
tion 
onduit �a un terme qui peut être maltyp�e. Il faut alors l'analyser et le transformer en un terme bien typ�e. Dans [MB01℄, nous d�e
rivonsun tel algorithme. Il s'agit d'une simple variante de l'algorithme que nous allons pr�esenter dans lasuite de 
e do
ument.Par exemple si t est une preuve de T , mais pas de T 0 qui est le type attendu pour t, on 
onstruitune impli
ation entre types propos�e T et attendu T 0 d�es lors que 
es types ne 
o��n
ident plusmodulo �Æ�-r�edu
tion dans la nouvelle repr�esentation.L'avantage de 
ette appro
he est qu'elle permet de n'ajouter des 
onje
tures reliant les typespropos�e et attendu que quand 
ela est n�e
essaire dans la nouvelle repr�esentation. Ainsi on n'aug-mentera pas inutilement la taille des termes de preuve. Cependant, si l'on veut de nouveau 
hangerde repr�esentation 
on
r�ete, on devra re
ommen
er toute la transformation. C'est pourquoi nous pro-posons dans la suite une m�ethode qui permet de 
onserver un terme de preuve 
orre
t (
'est-�a-diredont le type peut être v�eri��e par le v�eri�
ateur de types de Coq) au 
ours de la transformation.6.4.4 Une solution plus �el�eganteL'algorithme que nous proposons [MB00℄ prend en entr�ee un terme de preuve et retourne unnouveau terme de preuve a

ompagn�e d'une s�erie de 
onje
tures reliant les types attendu et propos�equand 
'est n�e
essaire dans la repr�esentation initiale. L'algorithme par
ourt le terme et d�eterminede mani�ere pr�eventive les endroits o�u type attendu et propos�e ne 
o��n
ident pas. Ainsi, on aura unterme bien typ�e d'un bout �a l'autre de la 
hâ�ne de transformation des termes de preuve.6.4.4.1 Algorithme propos�eL'algorithme que nous proposons fon
tionne sur les termes bien typ�es. Il prend en entr�ee unterme bien typ�e et retourne un terme bien typ�e dans lequel toutes les �etapes de raisonnementimpli
ite ont �et�e mises en �eviden
e. En plus de 
e terme bien typ�e, il retourne un 
ertain nombrede 
onje
tures (une s�erie de formules logiques reliant les types attendu TA et propos�e TP partouto�u 
eux-
i ne 
o��n
ident pas modulo �Æ-r�edu
tion) ; 
es 
onje
tures sont les �etapes de raisonnementpar le 
al
ul rendu expli
ite par l'algorithme. Ces 
onje
tures seront prouv�ees plus tard.Le langage de termes que nous 
onsid�erons est le suivant :T ::= �x : T :T j (T T ) j 8x : T : T j S j x j C j I j CIj let x = T : T in TC'est le langage donn�e au d�ebut du 
hapitre auquel on a retir�e les 
onstru
tions de traitementpar 
as. En e�et, 
ette 
onstru
tion a �et�e �elimin�ee des termes de preuves par la m�ethode pr�esent�eeplus haut dans 
e 
hapitre.Con
r�etement, l'algorithme prend en arguments un �enon
�e T , une preuve t de T , et un 
ontexteC. Au pr�ealable, on met le terme t en forme �-longue. Par exemple, si t a le type 8x : A: (B x) etsi t n'est pas une abstra
tion, alors on rempla
e t par �x : A: (t x). L'algorithme fon
tionne parr�e
ursion stru
turelle sur t et retourne un nouveau terme ainsi qu'une liste de 
onje
tures.



86 Chapitre 6. Du 
al
ul vers le raisonnement logiqueNous donnons maintenant le 
omportement de l'algorithme sur 
ha
une des 
onstru
tions dulangage :{ Variables, 
onstantes, d�e�nitions indu
tives, 
onstru
teurs.Toutes 
es 
onstru
tions sont in
hang�ees et sont simplement retourn�ees par l'algorithme.{ Cas de l'abstra
tion. t est de la forme �x : A: bPar hypoth�ese, le terme t est bien typ�e. Cela garantit que T peut être r�eduit (par le 
al
ul desa forme normale de tête faible) sous la forme d'un produit 8x : A0:B. De plus, on sait que lestypes A et A0 sont 
onvertibles modulo �Æ�-r�edu
tion. On 
hoisit d'ajouter la liaison x : A0dans le 
ontexte C. On appelle ensuite r�e
ursivement l'algorithme sur de nouvelles entr�ees :b �a la pla
e de t, B �a la pla
e de T , et x : A0 ; C �a la pla
e de C.{ Cas de l'appli
ation. t � (h u1 : : : un)I
i, nous ne 
onnaissons que le type attendu pour l'appli
ation de h �a tous ses argumentsu1 : : : un. Il n'y a pas de type attendu pour la tête h. Il est par 
ontre possible de 
al
uler sontype propos�e TP . C'est obligatoirement un produit puisque le terme donn�e en entr�ee est bientyp�e. A partir de 
e type, on peut inf�erer le type attendu TEu1 pour le premier argument u1.On le 
ompare ensuite ave
 le type propos�e TPu1 pour le terme u01 retourn�e par l'appel r�e
ursif�a l'algorithme ave
 u1 et TEu1 . Si les types TEu1 et TPu1 sont 
onvertibles par �Æ 
onversion,l'algorithme 
onserve le terme interm�ediaire v1 = u01. Dans le 
as 
ontraire, l'algorithme
onstruit une 
onje
ture 
1 qui a le type 8x1 : t1; : : : xk : tk:TPu1 ! TEu1 . Les xi sont lesvariables qui apparaissent libres dans TPu1 et TEu1 . On trouve leurs types dans le 
ontexte C.L'algorithme 
onserve 
omme r�esultat interm�ediaire le terme v1 = (
1 x1 � � � xk u01). Le mêmepro
essus est r�ep�et�e pour 
ha
un des arguments ui de l'appli
ation. A 
haque fois, l'algorithmeretourne un nouveau terme vi et parfois une nouvelle 
onje
ture 
i. Finalement, l'algorithme
onstruit un terme v = (h v1 : : : vn). Si 
e terme a pour type propos�e T , alors l'algorithmeretourne simplement le terme v ; sinon l'algorithme 
onstruit une 
onje
ture suppl�ementaire
 exprimant que 8x1 : t1; : : : xk : tk:T 0 ! T et retourne le terme (
 x1 � � � xk (h v1 � � � vn)) etune liste de 
onje
tures 
ontenant 
 ainsi que la liste de toutes les 
onje
tures 
onstruites au
ours du par
ours du terme t.{ Cas du let-in. t � (let x : t = e in b)On analyse r�e
ursivement le terme e qui a pour type attendu t, 
ela produit un nouveauterme e0. On 
al
ule ensuite, �a partir de b, de son type attendu (qui est le type attendu del'expression totale) et d'un nouveau 
ontexte o�u l'on a ajout�e la liasion x : t un nouveauterme b0 dans lequel les �etapes de 
onversions sont rendues expli
ites. Il ne reste plus qu'�atester si le type de (let x : t = e0 in b0) est �Æ-
onvertible ave
 le type attendu pour 
etteexpression. Si 
e n'est pas le 
as, le pro
essus de g�en�eration d'une 
onje
ture d�e
rit dans le
as de l'appli
ation est amor
�e.6.4.4.2 Preuve des 
onje
tures g�en�er�eesDans le paragraphe pr�e
�edent, nous venons de d�e
rire 
omment rendre expli
ites les �etapes de
al
ul utilisant les r�egles de �-r�edu
tion. A partir d'un terme de preuve, on 
onstruit un nouveauterme de preuves ainsi qu'un 
ertain nombre de 
onje
tures qui 
orrespondent aux �etapes de raison-nement e�e
tu�ees par �-r�edu
tion. Dans la repr�esentation indu
tive initiale des donn�ees, 
es 
onje
-tures sont de simples 
ons�equen
es des r�egles de 
onvertibilit�e. Dans la nouvelle repr�esentation, 
es
onje
tures doivent être d�emontr�ees. Elles peuvent l'être par r�e�e
riture en utilisant les �equationspermettant de repr�esenter les fon
tions. Nous avons vu plus tôt dans 
e 
hapitre que les �equations
ara
t�eristiques des fon
tions ont toutes �et�e regroup�ees dans une base de r�e�e
riture (simpli�
ation) ;
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tion des �etapes de 
al
ul impli
ite des termes de preuves 87
e
i dans le but de simpli�er les d�emonstrations de 
es 
onje
tures. Par exemple, la 
onje
tureHb g�en�er�ee lors du traitement de la preuve de plus n O peut être prouv�ee automatiquement parl'appli
ation de 
ette suite de ta
tiques :Repeat (Intro; AutoRewrite [simplifi
ation℄);Auto.L'�enon
�e (i.e. le type) de Hb est 8n : nat: n = (S (Aplus n O) ! (S n) = (Aplus (S n) O). Onvoit bien qu'il suÆt de r�e�e
rire la 
on
lusion en utilisant la deuxi�eme �equation (�a savoir plus Sn m)permettant de repr�esenter de fa�
on abstraite la fon
tion plus (voir 6.3).6.4.4.3 Comportement sur des exemplesUn premier exemple L'ex�e
ution de l'algorithme sur l'exemple plus n O pr�esent�e au d�ebut de
ette se
tion donne le r�esultat suivant :�n : nat: ( nat ind(�n0 : nat:n0 = (plus n0 O))(Ha (re
 equal nat O))�n0 : nat;H : (n0 = (plus n0 O)):(Hb n0 (f equal nat nat S n0 (plus n0 O) H)) n)Deux 
onje
tures Ha et Hb ont �et�e g�en�er�ees au 
ours de l'ex�e
ution de l'algorithme a�n de relier lestypes propos�e et attendu de 
ha
une des bran
hes de l'appli
ation du prin
ipe de r�e
ursion nat ind.Ha : O = O ) O = (plus O O)Hb : 8n : nat: (S n) = (S (plus n O)) ) (S n) = (plus (S n) O)Bien �evidemment, 
es deux 
onje
tures peuvent être prouv�ees imm�ediatement en introduisant lespr�emisses et en utilisant la r�e
exivit�e de l'�egalit�e de Leibniz. Un tel raisonnement est valable par
eque les deux termes de part et d'autre de l'�egalit�e sont 
onvertibles modulo �Æ�-r�edu
tion.Un autre exemple Reprenons l'exemple utilis�e dans la partie traitant l'�elimination des 
onstru
-tions de �ltrage. Le terme donn�e �a la �gure 6.3 a �et�e obtenu apr�es l'�etape d'�elimination des 
onstru
-tions d'analyse par 
as. Il faut en
ore le transformer a�n d'en extraire les �etapes de 
al
ul impli
ites.L'analyse du terme 
onduit �a la g�en�eration de deux 
onje
tures example rr1 et example rr2. Le termeexample rr1 doit être une preuve que8m : nat: True! (nat 
ase re
t min Prop False � : nat:True (S m)) (6.2)et example rr2 une preuve que(nat 
ase re
t min Prop False � : nat:True O)! False (6.3)Les deux �enon
�es (6.2) et (6.3) sont d�emontr�es automatiquement par r�e�e
riture en utilisant lesr�egles de r�edu
tion asso
i�ees �a la 
onstante nat 
ase re
t min.
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al
ul vers le raisonnement logique�n : nat:�H : (le n O):let H0 = (le 
ase ind n �p : nat:p = O! n = O�H0 : n = O:(eq ind nat O �n : nat:n = O (re
 equal nat O)n (sym eq nat n O H0))�m : nat:�H0 : (le n m):�H1 : (S m) = O:(let H2 = (example rr2 (eq ind nat (S m)�e : nat:(nat 
ase re
t min Prop False � : nat:True e)(example rr1 m I) O H1))in (False ind (le n m)! n = O H2) H0)O H)in (H0 (re
 equal nat O)):Fig. 6.4 { Le terme de preuve du th�eor�eme example apr�es traitement par les deux algorithmes6.5 Traitement des d�e�nitions6.5.1 Cas des fon
tionsLors du passage vers une nouvelle stru
ture de donn�ees, on veut d�e�nir les nouvelles op�erationssur le type de donn�ees de mani�ere eÆ
a
e en tirant pro�t de la stru
ture de la nouvelle repr�esentation.Dans 
e 
as, les d�e�nitions des op�erations sur la nouvelle repr�esentation ne sont pas des tradu
tionssyntaxiques dire
tes de 
elles donn�ees dans la premi�ere repr�esentation. Ces nouvelles d�e�nitionspeuvent être sans rapport ave
 les d�e�nitions dans la repr�esentation initiale.Jusqu'i
i nous n'avons 
onsid�er�e que la question de la �-r�edu
tion asso
i�ee aux d�e�nitions defon
tions. Dans 
ertains 
as, on doit de plus mettre en �eviden
e les propri�et�es dire
tement li�ees �ala d�e�nition des fon
tions (Æ-r�edu
tion) qui peuvent être utilis�ees impli
itement dans les termes depreuve.Par exemple, la fon
tion de multipli
ation par 2 d'un entier double est d�e�nie en fon
tion del'op�eration plus dans la repr�esentation unaire des entiers. Dans la repr�esentation binaire, 
etted�e�nition peut se faire ind�ependamment de plus, en ajoutant simplement un z�ero �a la �n de larepr�esentation binaire du nombre.Supposons que nous avons d�ej�a prouv�e et que nous voulons abstraire le th�eor�eme suivant parrapport �a la repr�esentation 
on
r�ete des entiers naturels sous la forme d'entiers de Peano.8n;m : nat: (double (plus n m)) = (plus (double n) (double m)) (6.4)Une preuve de (6.4) peut utiliser la propri�et�e que (double n) et (plus n n) sont 
onvertiblesmodulo Æ-r�edu
tion. Malheureusement, 
ette propri�et�e ne sera pas n�e
essairement 
onserv�ee lorsd'un 
hangement de repr�esentation. C'est pourquoi il faut prendre soin de la rendre expli
ite sousla forme d'une �equation logique reliant double et plus.8n : nat: (double n) = (plus n n)Remarque : on aurait pu se 
ontenter de modi�er l'algorithme de mise en �eviden
e des �etapesimpli
ites de raisonnement en rempla�
ant toutes les �etapes de d�epliage de d�e�nitions (Æ-r�edu
tion)
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ritures sous des �equations �equivalentes. Nous n'avons pas 
hoisi 
ette m�ethode �a 
ausedu risque d'explosion de la taille des termes de preuve qu'elle pr�esente.6.5.2 Cas des propositions logiquesConsid�erons maintenant la relation d'ordre lt :lt = �n;m : nat:(le (S n) m)Une 
ons�equen
e des d�e�nitions de le et lt est que (le (S n) m) et (lt n m) sont 
onvertiblesalors qu'il n'y a au
une raison (a priori) pour que lt soit d�e�ni �a partir de le.Cela peut devenir un probl�eme dans la nouvelle repr�esentation ; les homologues de lt et lepeuvent ne pas être reli�es de la même mani�ere. Par 
ons�equent l'�egalit�e impli
ite entre (lt n m)et (le (S n) m) peut être perdue. Une premi�ere id�ee pour r�esoudre 
ette diÆ
ult�e est de pro
�ederexa
tement 
omme dans le 
as de la fon
tion double. On suÆt alors de montrer que8n;m : nat: (le (S n) m) == (lt n m) (6.5)o�u == repr�esente l'�egalit�e de Leibniz pour la sorte Type 1. Cependant, au moment de l'instantiationdu d�eveloppement formel par une nouvelle repr�esentation 
on
r�ete, on risque de se trouver bloqu�e.L'instantiation sur les binaires (voir le 
hapitre suivant) 
onduit �a des probl�emes ave
 l'�egalit�e deLeibniz. On peut se trouver 
onfronter �a montrer que (true=true)==(:false=true). Ce qui n'estpas d�emontrable dans le syst�eme Coq. A�n d'�eviter de ren
ontrer 
e genre de diÆ
ult�es lors de lar�einstantiation, nous nous 
ontentons de la propri�et�e d'�equivalen
e suivante :8n;m : nat: (le (S n) m)$ (lt n m) (6.6)o�u$ est la 
onjon
tion de deux impli
ations logiques A$ B � (A! B)^ (B ! A). Malheureu-sement, 
ette propri�et�e ne peut pas être utilis�ee dire
tement. En e�et on voudrait pouvoir substituer(lt n m) par (le (S n) m) et on ne peut pas r�e�e
rire dire
tement ave
 une relation d'�equivalen
e.Dans le reste de 
ette se
tion, nous allons �etudier les deux possibilit�es de r�esoudre 
e probl�eme.Une premi�ere solution est de supposer que l'axiome 8P;Q : Prop: (P $ Q) ! P == Q est validedans le 
al
ul des 
onstru
tions. A partir de 
ette hypoth�ese et de la propri�et�e (6.6), on peut d�eduirel'�equation (6.5) et r�e�e
rire ave
 
ette �equation. La se
onde possibilit�e est de 
onsid�erer le s�eto��de(Prop,$) et de faire de la r�e�e
riture dans 
e s�eto��de.6.5.3 Traitement de l'�equivalen
e propositionnelle 
omme l'�egalit�e de LeibnizIl est 
oh�erent [Miq02℄ d'ajouter l'axiome suivant dans le syst�eme Coq.Axiom i� implies equiv : 8P;Q : Prop: (P $ Q)! P == QCependant, tout au long de 
e travail, nous avons toujours privil�egi�e une appro
he d�e�nitionnellesans utiliser au
un param�etre ou axiome. De plus, toutes les preuves transform�ees sont v�eri��eespar le noyau de Coq avant d'être a

ept�ees. C'est pourquoi nous avons pr�ef�er�e utiliser la r�e�e
ritureave
 le s�eto��de (Prop,$) plutôt que d'introduire un axiome dans notre d�eveloppement.1Indu
tive eqT [A : Type ; x : A℄ : A->Prop := refl eqT : x==x.
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al
ul vers le raisonnement logique6.5.4 R�e�e
riture pour les s�eto��desLe syst�eme Coq fournit une ta
tique de r�e�e
riture Setoid rewrite [Coq02, Chap. 20℄ qui permetde r�e�e
rire suivant une relation d'�equivalen
e. Nous avons 
onsid�er�e le s�eto��de (Prop,$) et test�e
omment utiliser la ta
tique Setoid rewrite pour rempla
er (lt n m) par (le (S n) m). R�e�e
rire enutilisant des s�eto��des n�e
essite de montrer que toutes les op�erations travers�ees pour atteindre leterme �a r�e�e
rire sont bien des morphismes. Par exemple r�e�e
rire (lt n m) ^ A en (le (S n) m) ^ Apour un A quel
onque n�e
essite de montrer la propri�et�e suivante :8A;B;C;D : Prop: (A$ C)! (B $ D)! A ^B ! C ^D:De telles propri�et�es peuvent être fa
ilement �etablies dans le syst�eme Coq tant que l'on ne 
onsid�ereque des 
onne
teurs logiques. C'est un peu plus 
ompliqu�e quand on 
onsid�ere des propri�et�es ded�e
idabilit�e 
omme 
'est le 
as ave
 sumbool2. On 
onstruit alors une nouvelle fon
tion qui, �a partird'un �el�ement de type fAg+ fBg, 
onstruit un �el�ement de type fCg+ fDg.8A;B;C;D : Prop: (A$ C)! (B $ D)! fAg+ fBg ! fCg+ fDg:On utilise 
ette propri�et�e pour �etablir les 
onje
tures produites par l'algorithme de mise en �eviden
edes �etapes de 
al
ul pr�esent�e �a la se
tion 6.4.4. Cela 
onduit �a des preuves un peu plus 
ompliqu�ees,mais permet d'�eviter d'utiliser un axiome dans notre d�eveloppement formel.6.5.4.1 Preuves de propri�et�es de d�e
idabilit�eLes propri�et�es de d�e
idabilit�e des relations s'expriment en Coq en utilisant les types indu
tifssumor et sumbool.Indu
tive sumor [A : Set; B : Prop℄ : Set :=inleft : A->A+{B} | inright : B->A+{B}.Indu
tive sumbool [A : Prop; B : Prop℄ : Set :=left : A->{A}+{B} | right : B->{A}+{B}.Les th�eor�emes de d�e
idabilit�e peuvent 
ontenir un nombre arbitraire de 
lauses ; la plupart dutemps, il n'y a que deux 
lauses : par exemple 8n;m : nat:f(lt n m)g+ f(le m n)g. Dans 
e 
as, onutilise le type indu
tif sumbool qui prend en arguments des propri�et�es de sorte Prop. Lorsque les
lauses sont en nombre sup�erieur �a 2, on doit utiliser le type indu
tif sumor. Pour être g�en�erale, notreappro
he doit produire une 
olle
tion de th�eor�emes permettant de traverser autant de d�e�nitionsindu
tives (
omme sumor) que n�e
essaire pour atteindre la formule logique.6.6 Implantation dans Coq et exp�erien
es pratiques6.6.1 ImplantationDans 
e 
hapitre, nous avons pr�esent�e un algorithme d'�elimination des 
onstru
tions de �ltrageexpli
ite dans les termes de preuves. Ensuite nous avons propos�e un m�e
anisme de mise en �eviden
edes �etapes de raisonnement par 
al
ul dans les termes de preuve. Ces �etapes ont �et�e rempla
�es pardes �etapes de r�e�e
riture. Ces deux algorithmes ont �et�e implant�es en Caml au dessus du syst�emeCoq.2Indu
tive sumbool [A : Prop ; B : Prop℄ : Set :=left : A->A+B | right : B->A+B.



6.7. Con
lusion 916.6.2 Exp�erien
esAve
 l'outil d�evelopp�e dans le syst�eme Coq, nous avons pu mettre en �eviden
e des �etapes deraisonnement impli
ite dans les termes de preuve des biblioth�eques Arith et PolyList de Coq. Cettetransformation a permis de 
onstruire des preuves ind�ependantes de la repr�esentation 
on
r�ete desentiers et des listes polymorphes.6.6.2.1 Tradu
tion de la biblioth�eque Arith de CoqNous avons donn�e une des
ription abstraite (sous forme de propri�et�es logiques) de toutesles fon
tions et de toutes les relations d�e�nies dans la biblioth�eque Arith de Coq. Une fois 
esd�e
larations faites, nous avons pu ex�e
uter les algorithmes propos�es pr�e
�edemment pour produiredes termes ind�ependants de la repr�esentation indu
tive des entiers de Peano. Nous avons pu trans-former toute la biblioth�eque y 
ompris toutes les propri�et�es de d�e
idabilit�e li�ees �a la relation d'ordrelt et les propri�et�es de la division eu
lidienne sur les entiers. Au total, nous avons pu rendre expli
itesles �etapes de �-r�edu
tion impli
ites dans plus de 150 termes de preuve ; 
e
i de mani�ere 
ompl�etementautomatique.Nous verrons dans le 
hapitre suivant que 
ela nous a permis de d�evelopper une biblioth�eque
ompl�ete (
ontenant tous les th�eor�emes de Arith sur la repr�esentation binaire des entiers).6.6.2.2 Abstra
tion des listesLa même te
hnique a pu être utilis�ee pour abstraire la repr�esentation 
on
r�ete des listes poly-morphes. Ainsi on a rendu ind�ependante de la repr�esentation indu
tive des listes les preuves despropri�et�es des op�erations de base sur les listes : la 
on
at�enation, les fon
tions de 
al
ul de la tête,de la queue, et de la longueur d'une liste. Nous avons aussi 
onsid�er�e les propri�et�es d'in
lusion entrelistes.6.6.2.3 Variante :modi�
ation d'une d�e�nitionDe la même fa�
on que l'on fait abstra
tion de la repr�esentation 
on
r�ete d'un type de donn�ees, onpeut simplement vouloir abstraire la repr�esentation 
on
r�ete d'une fon
tion. On peut, par exemple,vouloir rempla
er la d�e�nition habituelle de l'addition plus par sa d�e�nition r�e
ursive terminale.Dans 
e 
as, il suÆt de 
onstruire un terme n'utilisant pas les propri�et�es 
al
ulatoires li�ees �a lad�e�nition de 
ette fon
tion. Cette variante 
onsiste simplement �a 
onverser la même repr�esentation
on
r�ete des types de donn�ees, �a modi�er la d�e�nition de la fon
tion puis �a appliquer exa
tement lesmêmes pro
�ed�es que pour les transformations de preuve �etudi�ees pr�e
�edemment dans 
e 
hapitre.6.7 Con
lusionMaintenant que l'on dispose des moyens de faire abstra
tion de la repr�esentation 
on
r�ete desdonn�ees dans les termes de preuve, on peut porter fa
ilement les preuves d'une repr�esentation �al'autre. En e�et, les termes de preuves sont devenus ind�ependants de la repr�esentation 
on
r�ete desnotions math�ematiques sur lesquels ils expriment des propri�et�es.
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Chapitre 7De nouvelles implantations 
on
r�etesMaintenant que l'on dispose des moyens de rendre expli
ite toutes les �etapes des d�emonstrations(en parti
ulier les �etapes de 
al
ul), on peut �etudier 
omment mettre une nouvelle repr�esentationdes donn�ees �a la pla
e de la repr�esentation existante. Cette transformation est imm�ediate ; il s'agitd'un simple transformation syntaxique. En e�et, le terme de preuve ne 
omporte plus au
une �etapereposant sur des propri�et�es propres aux types indu
tifs mis en jeu. Il suÆt alors d'asso
ier au typeinitial un type 
ible, aux 
onstru
teurs du type initial leurs homologues sous forme de 
onstru
teursd'un autre type de donn�ees ou même de fon
tions.Dans tous les 
as, il nous faut par 
ontre d�e�nir sur le nouveau type de donn�ees 
on
ret lesop�erations qui nous avons axiomatis�ees au moment de notre transformation des termes de preuvedans le 
hapitre pr�e
�edent.7.1 Nouveaux types de donn�ees 
on
retsRevenons �a notre exemple des entiers naturels repr�esent�es de fa�
on unaire. Nous pouvonsles repr�esenter en binaire, 
e qui nous donnera des op�erations plus eÆ
a
es. Nous reprenons larepr�esentation des entiers binaires introduite dans Coq par Pierre Cr�egut au moment de l'implan-tation de la ta
tique Omega [Coq02, 
hap. 16℄. Le type pos d�e
rit les �el�ements stri
tement positifs :xH 
orrespond �a 1, xO �a l'op�eration 2 � x et xI �a l'op�eration 2 � x+ 1. Le type bin permet d'ajouterl'�el�ement 0 �a 
e type.Indu
tive bin : Set := b0 : bin | bp : pos -> bin.Indu
tive pos : Set := xH : pos | xO : pos -> pos | xI : pos -> pos.On peut v�eri�er fa
ilement que le type bin est isomorphe �a nat ; et que deux �el�ements isomorphes ontbien la même interpr�etation. Par ailleurs, les entiers binaires repr�esent�es dans un syst�eme 
ommeCoq sont dire
tement les entiers relatifs. A partir de 
e type, on peut aussi d�e�nir le type desentiers relatifs positifs par un �-type. Ainsi on d�e�nit Zpos 
omme l'ensemble des entiers n de typeZ v�eri�ant la propri�et�e 0 � n.De�nition Zpos := fn : Zpos j 0 � ng7.1.1 Mise en 
orrespondan
e des types de donn�eesLa premi�ere �etape de la r�einstantiation d'une th�eorie sur un nouveau type de donn�ees 
on
ret
onsiste �a d�e
rire les 
onstru
teurs de nat dans les nouvelles repr�esentations. Le 
onstru
teur O93
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on
r�etesnat bin ZposO b0 z0S bS zSplus bplus Zpos plusFig. 7.1 { Mise en 
orrespondan
e de nat, bin et Zposdu type nat est transform�e en le 
onstru
teur b0 du type bin. Nous donnons i
i la d�e�nition de lafon
tion su

esseur bS sur les entiers binaires.Fixpoint aux_bS [p : pos℄ : pos :=Cases p of xH => (xO xH) | (xI t) => (xO (aux_bS t)) | (xO t) => (xI t) end.Definition bS : bin -> bin :=[n : bin℄ Cases n of b0 => (bp xH) | (bp p) => (bp (aux_bS p)) end.De même que pour les entiers binaires, on d�e�nit les op�erations z0 et zS qui joueront le rôle deO et S pour le type Zpos.Definition b0 :Zpos := (exist ? ? `0` (Zle_n `0`)).La fon
tion zS, de type Zpos! Zpos, prend en argument un nombre n et une preuve qu'il est positifet 
onstruit le nombre n+ 1 et une preuve qu'il est positif. Dans le syst�eme Coq, sa d�e�nition sefait intera
tivement sous forme d'une preuve.7.2 Repr�esentation 
on
r�ete des fon
tionsNous avons vu dans le 
hapitre pr�e
�edent 
omment exprimer les propri�et�es des fon
tions sousforme d'�equations. Dans le 
adre du 
hangement de repr�esentation de nat vers bin ou Zpos, on vad�e�nir de nouvelles fon
tions, par exemple bplus et zplus �a la pla
e de plus.7.2.1 Sp�e
i�
ation de leurs propri�et�esDe nouvelles op�erations d'addition, de multipli
ation, et
. sont d�e�nies sur les deux nouveauxtypes de donn�ees 
on
rets. A�n de s'assurer que 
es fon
tions implantent bien l'addition sur lesentiers, nous devons v�eri�er qu'elles ont bien les propri�et�es de l'addition des entiers de Peano. Dansle 
as du type bin, il faut don
 v�eri�er que :8n : bin: (bplus b0 n) = n8n;m : bin: (bplus (bS n) m) = (bS (bplus n m))La plupart du temps, les fon
tions sont red�e�nies a�n d'être eÆ
a
es dans la nouvelle repr�esentation.Par exemple, l'addition sur les entiers binaires est dire
tement d�e�nie par r�e
ursion stru
turelle surla repr�esentation binaire. En e�et, la 
omplexit�e de l'algorithme d'addition sur les entiers binairesest logarithmique alors que l'algorithme d'addition sur les entiers de Peano est lin�eaire. Cependantdans 
ertains 
as, il n'existe pas d'autre mani�ere de d�e�nir une fon
tion que 
elle donn�ee dans larepr�esentation initiale. Les fon
tions fa
torielle et Fibona

i en sont de bons exemples. Le 
al
ul



7.2. Repr�esentation 
on
r�ete des fon
tions 95de (fa
t n) ne peut se faire de fa�
on exa
te qu'en 
al
ulant d'abord (fa
t n� 1). De même pour lafon
tion Fibona

i, le 
al
ul de (�b n) n�e
essitera toujours de 
al
uler au moins (�b n� 1).Dans 
e 
as, nous allons voir qu'il est possible de transformer une fon
tion d�e�nie par point-�xeet �ltrage stru
turel en une fon
tion dont la stru
ture de 
al
ul est ind�ependante du type indu
tifsur lequel elle est d�e�nie.7.2.2 Transformation d'une 
onstru
tion par point-�xeDans 
e paragraphe, nous proposons une m�ethode pour transformer les fon
tions d�e�nies parr�e
ursion stru
turelle en utilisant la 
onstru
tion Fixpoint en des fon
tions d�e�nies par r�e
ursionsuivant un ordre bien-fond�e.Regardons de plus pr�es la d�e�nition de la fa
torielle sur les entiers de Peano nat.Fixpoint fa
t [n:nat℄ : nat :=Cases n of O => (S O)| (S p) => (mult (S p) (fa
t p))end.L'utilisation d'une repr�esentation binaire des entiers ne donne pas de moyens plus eÆ
a
es de
al
uler la fa
torielle. La stru
ture du 
al
ul sera bas�ee sur la repr�esentation unaire des entiers etn�e
essitera l'utilisation d'une d�e�nition par ordre bien-fond�e. Dans un premier temps, on va 
her
her�a d�e�nir la fon
tion de 
al
ul de la fa
torielle par ordre bien-fond�e sur les entiers de Peano. Pourl'instant, on ne 
hange pas de repr�esentation indu
tive, on transforme simplement la d�e�nition dela fon
tion fa
t sur les entiers de Peano.1. On 
onsid�ere la relation d'ordre stri
t sur les entiers de Peano lt. Cette relation d'ordre
orrespond �a la 
lôture transitive de l'ordre sous-terme sur nat. On 
onsid�ere �egalement unepreuve lt wf que l'ordre lt est bien fond�e ; 
'est-�a-dire qu'il n'existe pas de 
hâ�nes in�niesd�e
roissantes sur nat pour l'ordre lt.2. On va maintenant d�e�nir une fon
tion de type8n : nat: 8f : (8m : nat: (lt m n)! nat): nat:Cette fon
tionnelle F prend en argument un entier n et une fon
tion f permettant de fairedes appels r�e
ursifs sur des arguments inf�erieurs �a n. Elle est d�e�nie en Coq par le 
odesuivant :Definition F : (n:nat)(f:(m:nat)(lt m n)->nat)nat:= [n:nat℄ <[n:nat℄(f:(m:nat)(lt m n)->nat)nat>Cases n of O => [f:?℄(1)| (S p) => [f:?℄(mult (S p) (f p (le_n (S p))))end.Dans 
ette d�e�nition, (le n (S p)) est une preuve que (lt p (S p)).3. Ensuite on va utiliser l'op�erateur well founded indu
tion pour 
onstruire la fon
tion de 
al
ulde la fa
torielle w�a
t. L'op�erateur well founded indu
tion prend en argument un type A del'�el�ement sur lequel se fait la r�e
ursion, un ordre sur A, une preuve que 
et ordre est bienfond�e, le type de retour de la fon
tion ainsi que la fon
tionnelle permet de faire un pas der�e
ursion.
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on
r�etesDefinition wffa
t : nat->nat:= (well_founded_indu
tion nat lt lt_wf [_:nat℄nat F).A 
ette �etape, on dispose d'une nouvelle fon
tion de 
al
ul de la fa
torielle. Malheureusementles termes (w�a
t O) et (w�a
t (S n)) ne se r�eduisent pas. On va don
 simuler 
es r�edu
tionspar une �equation de point �xe.4. Pour 
ela, nous suivons la te
hnique propos�ee par A. Balaa et Y. Bertot dans [BB00℄, on end�eduit alors l'�equation de point �xe simpli��ee suivante :(wffa
t n) = Cases n of O => (1)| (S p) => (mult (S p) (wffa
t p))endDans 
e 
as, on n'utilise plus dire
tement la stru
ture des entiers de Peano pour 
al
ulerr�e
ursivement, mais plutôt les propri�et�es de l'ordre lt sur nat. Il faut maintenant abstraire unpeu plus et rempla
er le traitement par 
as fait ave
 l'expression Cases n of : : : par une analysepar 
as ind�ependante de la stru
ture des entiers de Peano.7.2.3 Gestion du �ltragePour 
ela, on utilise une te
hnique inspir�ee de 
elle propos�ee par M
Bride et M
Kinna dans[MM04℄. Il s'agit de d�e�nir un pr�edi
at de �ltrage sur les entiers en utilisant un type indu
tifd�ependant :Indu
tive filtrage : nat -> Set :=is_O: (filtrage O)| is_S: (y : nat) (filtrage (S y)).Ce pr�edi
at de �ltrage doit être suÆsamment g�en�eral pour être utilis�e ave
 les autres repr�esentationspossibles des entiers naturels. Par exemple, on peut d�e�nir �ltrage bin 
omme :Indu
tive filtrage_bin : bin -> Set :=is_b0 : (filtrage b0)| is_bS : (y:bin)(filtrage (bS y)).Dans 
e 
as, b0 et bS ne sont pas des 
onstru
teurs, mais le type indu
tif �ltrage permet de raisonnersur 
es entiers binaires en les voyant 
omme des entiers de Peano.On peut d�e�nir une fon
tion de �ltrage �ltre qui aura le type 8y : nat: (�ltrage y). Une tellefon
tion sera g�en�eralement d�e�nie par preuve. La prin
ipale diÆ
ult�e �etant de donner un termeappartenant �a la bonne instan
e de la famille indu
tive �ltrage dans 
haque 
as. Supposons quel'on dispose d'une fon
tion qui 
onstruit un �el�ement de type (�ltrage y) �a partir d'un �el�ement y detype nat. A partir de 
ette fon
tion de �ltrage, on peut d�e�nir la fon
tionnelle F2 puis la fon
tionw�a
t de 
al
ul de la fa
torielle sur les entiers.Definition F2 : (n:nat)(f:(m:nat)(lt m n)->nat)nat:= [n:nat℄ <[n:nat℄ (f:(m:nat)(lt m n)->nat)nat>Cases (filtre n) of is_zero => [f:?℄(1)| (is_S p) => [f:?℄(mult (S p) (f p (le_n (S p)))end.Definition wffa
t2 : nat->nat:= (well_founded_indu
tion nat lt lt_wf [_:nat℄nat F2).
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on
r�ete des fon
tions 97On remarquera que le pr�edi
at d'�elimination donn�e dans les diamants < : : : > est in
hang�e quandle �ltrage se fait sur (�ltre n) plutôt que sur n. En parti
ulier le bon type est inf�er�e pour f dans
haque bran
he grâ
e �a la d�ependan
e par rapport �a n dans le type (�ltrage n) de (�ltre n).Prouver l'�equation de point-�xe g�en�erale se fait simplement en faisant un traitement par 
as sur(�ltre n) qui est un �el�ement de type (�ltrage n). La te
hnique propos�ee par A. Balaa et Y. Bertot[BB00℄ fon
tionne tr�es bien et permet d'obtenir l'�egalit�e suivante :8n : nat: (w�a
t2 n) = (F2 n �p : nat: �h : (lt p n): (w�a
t2 p))A partir de 
ette �equation de point �xe, on va 
her
her �a exprimer sous forme d'�equations les r�eglesde r�edu
tion de fa
t. Pour 
ela, nous 
ommen�
ons par montrer les deux propri�et�es suivantes :(�ltre O) = is O (7.1)8n : nat: (�ltre (S n)) = (is S n) (7.2)7.2.3.1 Remarque importanteLa fa�
on dont la fon
tion �ltre est implant�ee n'intervient pas dans la preuve des deux propri�et�es
i-dessus. En e�et, les donn�ees n�e
essaires pour �etablir 
es propri�et�es se trouvent dans le type(d�ependant) �ltrage. Ces d�emonstrations se font en utilisant l'�egalit�e d�ependante eq dep de Coq.On d�e�nit eq �ltrage par (eq dep nat �ltrage) et on d�emontre d'abord les th�eor�emes8y : nat: 8x : (�ltrage y): y = b0! (eq �ltrage y x b0 is O)et 8n;m : nat: m = (S n)! 8v : (�ltrage (S n)): (eq �ltrage (S n) v (S n) (is S n)):La d�emonstration de 
es th�eor�emes n�e
essite l'utilisation des propri�et�es d'inje
tivit�e et de non-
onfusion des 
onstru
teurs O et S du type nat. Ces preuves utilisent les ta
tiques Dis
riminate etInje
tion de Coq. Ensuite on d�eduit les �equations (7.1) et (7.2) des deux propri�et�es que l'on vientde montrer.Quand on 
onsid�ere la repr�esentation binaire des entiers, il suÆt de disposer des th�eor�emes8n : bin: :b0 = (bS n) 8n;m : nat: (bS n) = (bS m)! n = mCes propri�et�es peuvent être d�emontr�ees par indu
tion stru
turelle sur 
ette repr�esentation.Pour 
on
lure, nous obtenons don
 sous forme d'�equations les deux r�egles de 
al
ul attenduspour la fa
torielle, �a savoir :(w�a
t2 O) = (1) (w�a
t2 (S p)) = (mult(S p) (w�a
t2 p))7.2.3.2 Le 
as de l'additionOn aurait pu pro
�eder de la même mani�ere pour d�e�nir l'op�eration d'addition sur les entiersbinaires. Cependant, on va 
onstruire une nouvelle fon
tion bplus dire
tement par r�e
ursion stru
tu-relle sur les entiers binaires. On montrera simplement que 
ette fon
tion bplus v�eri�e la sp�e
i�
ationde l'addition telle qu'elle est donn�ee dans l'arithm�etique de Peano.8n : bin: (bplus b0 n) = n 8n;m : bin: (bplus (bS n) m) = (bS (bplus n m))D�es lors que le passage �a la repr�esentation binaire des entiers permet de produire des fon
tionsplus eÆ
a
es, on 
hoisit de d�e�nir 
es fon
tions dire
tement sans passer par la transformationpr�esent�ee dans la se
tion pr�e
�edente. Ainsi les op�erations arithm�etiques de base 
omme l'addition,la multipli
ation et la soustra
tion sont dire
tement red�e�nies dans le nouveau 
ontexte.
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on
r�etes7.2.4 Transfert de la relation d'ordre d'une repr�esentation �a l'autreA�n de pouvoir transformer une d�e�nition par ordre bien-fond�e sur les entiers de Peano enune d�e�nition par ordre bien-fond�e �equivalente sur les entiers binaires. Il faut au pr�ealable d�e�nirl'homologue de la relation d'ordre lt sur les entiers de Peano pour la repr�esentation binaire desentiers. Pour 
ela, on va d�e�nir un nouvel ordre wfblt sur les entiers binaires �a partir de lt et d'unetradu
tion des entiers binaires vers les entiers de Peano(wfblt n m) � (lt (b2n n) (b2n m))La fon
tion de tradu
tion b2n est d�e�nie de la fa�
on suivante. p2n est la fon
tion de 
onversion desentiers positifs vers les entiers de Peano. b2n est l'extension de 
ette fon
tion au 
as 0.Fixpoint p2n [p : pos℄ : nat :=Cases p ofone => (S O)| (pI t) => (S (mult (p2n t) (S (S O))))| (pO t) => (mult (p2n t) (S (S O)))end.Definition b2n : bin -> nat :=[n : bin℄ Cases n of b0 => O | (bp p) => (p2n p) end.Dans le 
as de la repr�esentation Zpos,(zlt n m) � (lt (z2n n) (z2n m))o�u z2n 
onsiste simplement �a retourner la premi�ere 
omposante n d'un objet de type fn : Z j 0 � ng.Les d�e�nitions de wfblt et zlt �etant faites par tradu
tion d'une repr�esentation dans l'autre, onpeut tr�es fa
ilement montrer que 
es relations sont bien fond�ees �a partir de la propri�et�e que l'ordrelt est bien fond�e1.Ainsi on obtient les �el�ements n�e
essaires �a la 
onstru
tion d'une fon
tion par ordre bien fond�esur les repr�esentations des entiers binaires. Nous pouvons don
 transformer les des
riptions parordre bien-fond�e des fon
tions sur les entiers de Peano en des des
riptions �equivalentes sur lesentiers binaires, qu'ils soient repr�esent�es par le type bin ou le type Zpos.7.2.4.1 Tradu
tion vers la repr�esentation binaireUne fois que l'on a obtenu une d�e�nition par ordre bien-fond�e, il ne reste plus qu'�a traduiresyntaxiquement la d�e�nition w�a
t en une d�e�nition �equivalente bw�a
t sur les entiers binaires, enutilisant les op�erations binaires au lieu des op�erations unaires : �a savoir �ltrage bin (resp. �ltre bin)au lieu de �ltrage (resp. �ltre). Cela donne les d�e�nitions suivantes :Definition bF : (n:bin)(f:(m:bin)(blt m n)->bin)bin:= [n:bin℄ <[n:bin℄ (f:(m:bin)(blt m n)->bin)bin>Cases (filtre_bin n) of is_b0 => [f:?℄(bS b0)| (is_bS p) => [f:?℄(bmult (bS p) (f p (ble_n (bS p)))end.Definition bwffa
t : bin->bin:= (well_founded_indu
tion bin wfblt wfblt_wf [_:bin℄bin bF).1Pour 
ela, on utilise le th�eor�eme wf inverse image de la biblioth�eque Wellfounded.
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on
r�ete des fon
tions 99De même que dans le 
as des entiers unaires, on applique la te
hnique de preuve de l'�equation depoint �xe d'une fon
tion r�e
ursive g�en�erale propos�ee par A. Balaa et Y. Bertot dans [BB00℄. Ondispose alors d'une nouvelle des
ription de la fon
tion fa
torielle dans la repr�esentation binaire desentiers ainsi que de ses propri�et�es 
al
ulatoires sous forme d'�equations.7.2.5 Les prin
ipes d'indu
tion : des fon
tions 
omme les autresComme nous l'avons d�ej�a indiqu�e, les prin
ipes d'indu
tion stru
turelle sur les entiers de Peanopeuvent être vus 
omme des fon
tions 
omme les autres. A 
e titre, on peut leur imposer le traite-ment pr�esent�e dans les paragraphes pr�e
�edents. La seule nouveaut�e est que le type retourn�e par lafon
tion est d�ependant de l'entr�ee. Le prin
ipe d'indu
tion d�ependant nat re
t est d�e�ni dans Coqde la fa�
on suivante :Variable P:nat->Type.Variable h0:(P O).Variable hr:(n:nat)(P n)->(P (S n)).Fixpoint nat_re
t [n:nat℄ : (P n) :=<P>Cases n of O => h0| (S p) => (hr p (nat_re
t p))end.En appliquant le même pro
�ed�e que pour la fa
torielle, on en d�eduit les d�e�nitions suivantes :Definition F : (n:nat)(f:(m:nat)(lt m n)->(P m))(P n) :=[n:nat℄ <[n:nat℄(f:(m:nat)(lt m n)->(P m))(P n)>Cases (filtre n) of is_O => [f:?℄h0| (is_S p) => [f:?℄(hr p (f p (le_n (S p))))end.Definition wfnat_re
t : (n:nat)(P n) :=(well_founded_indu
tion_type nat lt lt_wf [n:nat℄(P n) F).Les outils issus des travaux de A. Balaa et Y. Bertot [BB00℄ permettent d'obtenir les �equationssuivantes :(nat re
t P h0 hr O) = h0 8n : nat: (nat re
t P h0 hr (S p)) = (hr p (nat re
t P h0 hr p))Les r�egles de r�edu
tion des prin
ipes de r�e
ursion sont utiles dans les termes de preuves en-gendr�ees par l'appli
ation des ta
tiques Inje
tion et/ou Dis
riminate. En e�et, l'�etape d'�eliminationdes 
onstru
tions d'analyse par 
as pr�esent�ee dans le 
hapitre 6 
onsiste �a rempla
er les o

urren
esde l'op�erateur de �ltrage Cases de Coq par l'appli
ation d'un prin
ipe de r�e
ursion �equivalent. Laplupart du temps, 
es �ltrages sont non d�ependants et il suÆt don
 de disposer d'un prin
ipe der�e
ursion minimal et des r�egles de r�edu
tion qui lui sont asso
i�ees ; par exemple, le prin
ipe nond�ependant nat min re
 8P : Set: P ! (nat! P ! P )! nat! Pet ses r�egles de r�edu
tion (sous forme d'�equations) :(nat min re
 P v0 vr O) = v0 8n : nat: (nat min re
 P v0 vr (Sn)) = (vr n (nat min re
 P v0 vr n)):Ces prin
ipes peuvent être 
onstruits en utilisant les d�e�nitions par ordre bien-fond�e. Par 
ons�equent,leur 
omportement peut être d�e
rit par des �equations 
omme 
'est le 
as pour nat re
t.
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on
r�etes7.3 Repr�esentation des pr�edi
ats indu
tifs7.3.1 D�e�nitions et prin
ipes d'indu
tion asso
i�eesOn s'int�eresse maintenant �a la repr�esentation 
on
r�ete dans la nouvelle repr�esentation binairedes entiers des pr�edi
ats indu
tifs 
omme le. A 
es pr�edi
ats sont asso
i�ees des prin
ipes de rai-sonnement que l'on doit savoir transf�erer vers la nouvelle repr�esentation en même temps que lanouvelle d�e�nition de le dans la repr�esentation binaire.Le pr�edi
at le est d�e�ni dire
tement sur les entiers binaires. Les d�e�nitions suivantes s'inspirentde la d�e�nition des relations Zlt et Zle de la biblioth�eque ZArith de Coq.Indu
tive relation : Set :=EGAL :relation | INFERIEUR : relation | SUPERIEUR : relation.Fixpoint 
ompare [x,y:pos℄: relation -> relation :=[r:relation℄ <relation> Cases x of(pI x') => <relation>Cases y of(pI y') => (
ompare x' y' r)| (pO y') => (
ompare x' y' SUPERIEUR)| xH => SUPERIEURend| (pO x') => <relation>Cases y of(pI y') => (
ompare x' y' INFERIEUR)| (pO y') => (
ompare x' y' r)| one => SUPERIEURend| one => <relation>Cases y of(pI y') => INFERIEUR| (pO y') => INFERIEUR| one => rendend.Definition B
ompare := [x,y:bin℄<relation>Cases x ofb0 => <relation>Cases y ofb0 => EGAL| (bp y') => INFERIEURend| (bp x') => <relation>Cases y ofb0 => SUPERIEUR| (bp y') => (
ompare x' y' EGAL)endend.Definition ble := [x,y:bin℄~(B
ompare x y)=SUPERIEUR.Definition blt := [x,y:bin℄(B
ompare x y)=INFERIEUR.Une fois que l'on a d�e�ni ble, il faut d�emontrer l'homologue du prin
ipe de raisonnement parr�e
urren
e de le. Cette preuve se fait en Coq par indu
tion stru
turelle sur les entiers binaires etn�e
essite la d�emonstration de deux lemmes prin
ipaux qui sont les homologues des 
onstru
teurs



7.4. Mise en 
orrespondan
e des repr�esentations initiale et �nale 101du type indu
tif le, �a savoir 8n : bin: (ble n n)et 8n;m : bin: (ble n m)! (ble n (bS m))Le prin
ipe d'indu
tion ble ind a l'�enon
�e suivant :ble ind : 8n : bin;P : bin! Prop: (P n)! (8m : bin: (ble n m)! (P m)! (P (S m)))!8n0 : bin: (ble n n0)! (P n0)Exp�erimentalement, en Coq, 
e prin
ipe a �et�e d�emontr�e dire
tement sur ma
hine. On a �enon
�e leth�eor�eme dans Coq, puis on a 
ommen
�e �a le d�emontrer en d�epliant les d�e�nitions et en raisonnantpar r�e
urren
e en suivant la stru
ture de la fon
tion 
ompare. Cette te
hnique nous a 
onduit �aprouver de nombreux lemmes auxiliaires de la forme8p; q : pos: 8r : relation: (
ompare p q INFERIEUR) = SUPERIEUR! (
ompare p q r) = SUPERIEUR:La plupart de 
es lemmes se d�emontrent de la même mani�ere par 
as sur r , puis par r�e
urren
esur p et q. Cha
une des bran
hes du raisonnement se 
on
lut soit trivialement les deux membresde l'�egalit�e sont �egaux, soit par l'appli
ation de Dis
riminate 
ar les 
onstru
teurs de tête sontdi��erents.7.3.2 Liens entre les relationsIl faut relier 
ette d�e�nition �a la d�e�nition de blt (On rappelle que wfblt est une autre mani�ere ded�e�nir un ordre sur les entiers binaires : 
'est l'ordre induit sur bin par la tradu
tion b2n). Commenous l'avons vu dans le 
hapitre pr�e
�edent, il suÆt d'�etablir l'�equivalen
e suivante :8n;m : bin: (blt n m)$ (ble (bS n) m)Cette preuve se fait �egalement par double indu
tion stru
turelle sur n et m et n�e
essite lad�emonstration de bon nombre de lemmes interm�ediaires semblables �a 
eux d�evelopp�es pour lapreuve du prin
ipe d'indu
tion non stru
turelle sur ble.Une fois que l'on dispose de 
ette �equivalen
e, on pourra l'utiliser pour rempla
er l'un desmembres par l'autre ave
 la ta
tique Setoid Rewrite. Pour que 
ela soit possible, il faudra aupr�ealable avoir montr�e que tous les op�erateurs travers�es pour atteindre 
ette expression depuisle sommet du terme sont bien des morphismes. C'est 
e que nous avons fait dans la se
tion 6.5 du
hapitre pr�e
�edent.7.4 Mise en 
orrespondan
e des repr�esentations initiale et �naleA�n de pouvoir pro
�eder �a la tradu
tion syst�ematique des termes de preuve, nous devons �etablirune 
orrespondan
e formelle entre les �el�ements d�e
rits dans 
ha
une des repr�esentations 
onsid�er�ees.7.4.1 Les types et leurs �el�ementsOn 
ommen
e par asso
ier �a nat le type bin ou Zpos. Ensuite on va relier ses 
onstru
teurs Oet S ave
 leurs nouvelles repr�esentations dans l'arithm�etique binaire.nat bin ZposO b0 z0S bS zS
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on
r�etes7.4.2 Les fon
tionsIl faut ensuite relier entre elles les repr�esentations des fon
tions dans les di��erentes repr�esentations.plus bplus zplusmult bmult zmultfa
t bw�a
t zfa
tnat re
t new bin re
t new Zpos re
tnat 
ase re
t min new bin 
ase re
t min new Zpos 
ase re
t minEn plus de la mise en 
orrespondan
e purement syntaxique entre les noms des fon
tions dans lesdi��erentes repr�esentations, il faut ajouter leurs propri�et�es 
ara
t�eristiques dans la base de r�e�e
riture(base que l'on a appel�ee simpli�
ation dans le 
hapitre pr�e
�edent). Par exemple pour l'addition,bplus 1 : 8n : bin: (bplus b0 n) = n bplus 2 : 8n;m : bin: (bplus (bS n) m) = (S (bplus n m)Ces �equations sont prouv�ees �a la main une fois pour toutes par l'utilisateur au moment de lad�e�nition de la fon
tion bplus. Elles serviront �a prouver les 
onje
tures engendr�ees lors de l'extra
-tion des �etapes impli
ites de preuves.7.4.3 Les pr�edi
ats indu
tifs et leurs prin
ipes de raisonnement asso
i�esLes pr�edi
ats indu
tifs, leurs 
onstru
teurs ainsi que leurs prin
ipes d'indu
tion asso
i�es doiventaussi trouver des �equivalents dans les nouvelles repr�esentations des entiers.le ble zlele n ble n zle nle S ble bS zle zSle ind ble ind zle indle 
ase ind ble 
ase ind zle 
ase indA la main, l'utilisateur doit d�e�nir une fois pour toutes le pr�edi
at ble et les propri�et�es suivantes :ble n : 8n : bin: (ble n n) ble bS : 8n;m : bin: (ble n m)! (ble n (bS m))Il doit aussi d�emontrer lui-même le prin
ipe d'indu
tion ble ind 
alqu�e sur le prin
ipe le ind maisadapt�e pour le pr�edi
at ble.On peut noter que la 
onstru
tion des op�erations simulant le, le ind et lt sur la repr�esentationZpos des entiers n�e
essite l'utilisation de l'axiome de non-pertinen
e des preuves2 pour pouvoir
onsid�erer 
omme �egales deux preuves di��erentes d'une propri�et�e de la forme 0 � n.7.4.4 Les propri�et�es et leurs preuvesJusqu'i
i, l'utilisateur a dû d�e�nir lui-même les nouvelles op�erations 
omme bplus et montrerles r�egles de r�edu
tion attendues (
elles de plus exprim�ees dans le 
ontexte binaire) sous formed'�equations. Il a �egalement dû d�e�nir la nouvelle relation d'ordre ble ainsi que les propri�et�es debase qui lui sont asso
i�ees ble n, ble bS et ble ind. Maintenant la tradu
tion de toutes les autrespropri�et�es (distributivit�e, r�egularit�e des op�erations, 
ompatibilit�e de l'ordre ave
 les op�erations
omme bplus et bmult, et
.) vont être d�emontr�ees automatiquement.La pro
�edure de tradu
tion automatique des propri�et�es et de leurs preuves fon
tionne de lamani�ere suivante.28A : Prop:8p; q : A: p == q



7.5. Exp�erien
es et r�esultats 1031. Elle transforme automatiquement l'�enon
�e du th�eor�eme �a traduire en suivant les tables d'as-so
iation donn�e dans les se
tions pr�e
�edentes.2. Elle extrait les �etapes impli
ites de raisonnement du terme de preuve initial (grâ
e �a l'algo-rithme du 
hapitre pr�e
�edent).3. Ce 
al
ul engendre des 
onje
tures reliant types attendu et propos�e l�a o�u ils ne 
o��n
identpas. Ces 
onje
tures sont traduites vers la repr�esentation binaire et d�emontr�ees au moyen des�equations 
ara
t�eristiques (par exemple bplus 1 et bplus 2) des fon
tions (par exemple plus).4. Finalement, le terme 
omplet g�en�er�e �a l'�etape 2 est traduit syntaxiquement suivant les tablesd'asso
iation.7.5 Exp�erien
es et r�esultats7.5.1 Tradu
tion de la biblioth�eque Arith de CoqCes travaux ont permis de transformer toute la biblioth�eque Arith distribu�ee ave
 Coq. Ainsinous avons 
onstruit une nouvelle biblioth�eque repr�esentations en binaire. Dans 
e qui suit, nousreprenons les deux exemples 
ondu
teur du 
hapitre 6 et nous montrons les termes r�esultants apr�esla tradu
tion vers l'arithm�etique binaire.Le �-terme suivant est une preuve du th�eor�eme 8n;m : bin: (bplus n m) = (bplus m n) :�n : bin: ( new bin ind(�n0 : bin:n0 = (bplus n0 bO))(Ha0 (re
 equal bin bO))�n0 : bin;H : (n0 = (bplus n0 bO)):(Hb0 n0 (f equal bin bin bS n0 (bplus n0 bO) H)) n)ave
 Ha0 : bO = bO ) bO = (bplus bO bO)Hb0 : 8n : bin: (bS n) = (bS (bplus n bO)) ) (bS n) = (bplus (bS n) bO)Ces deux 
onje
tures ont �et�e prouv�ees automatiquement grâ
e aux �equations simulant les r�egles der�edu
tion dans la nouvelle repr�esentation.Regardons maintenant l'autre exemple �etudi�e lors du 
hapitre pr�e
�edent. Nous allons traduirele terme de preuve vers Zpos au lieu de bin. Cela ne pose pas de diÆ
ult�es parti
uli�eres, il suÆt detraduire les �el�ements du 
ontexte unaire nat vers des d�e�nitions dans le 
ontexte des entiers binairespositifs Zpos. Le terme obtenu est donn�e �a la �gure 7.2. Le terme example rr1' est une preuve que8m : Zpos: True! (new Zpos 
ase re
t min Prop False � : Zpos:True (zS m)) (7.3)et example rr2' une preuve que(new Zpos 
ase re
t min Prop False � : Zpos:True zO)! False (7.4)Les deux �enon
�es (7.3) et (7.4) sont d�emontr�es automatiquement par r�e�e
riture en utilisant lesr�egles de r�edu
tion asso
i�ees �a la 
onstante new Zpos 
ase re
t min.
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on
r�etes�n : Zpos:�H : (zle n O):let H0 = (zle 
ase ind n �p : Zpos:p = zO! n = zO�H0 : n = zO:(eq ind Zpos zO �n : Zpos:n = zO (re
 equal Zpos zO)n (sym eq Zpos n zO H0))�m : Zpos:�H0 : (zle n m):�H1 : (zS m) = zO:(let H2 = (example rr2' (eq ind Zpos (zS m)�e : Zpos:(new Zpos 
ase re
t min Prop False � : Zpos:True e)(example rr1' m I) zO H1))in (False ind (zle n m)! n = zO H2) H0)zO H)in (H0 (re
 equal Zpos zO)):Fig. 7.2 { Le terme de preuve du th�eor�eme example apr�es la tradu
tion vers Zpos7.5.2 Tradu
tion de la biblioth�eque de Coq sur les listes polymorphesEn plus de la biblioth�eque Arith de Coq, nous nous sommes int�eress�es �a la biblioth�eque PolyListsur les listes polymorphes. Nous avons traduit les listes (o�u le premier �el�ement est le plus fa
ile �aextraire) vers les listes renvers�ees (o�u le dernier �el�ement est le plus fa
ile �a extraire). Nous avonsd�e�ni les homologues des fon
tions append, head, tail et length dans 
ette nouvelle repr�esentation etnous avons prouv�e leurs propri�et�es. De plus, nous avons traduit le prin
ipe d'indu
tion list ind versun prin
ipe �equivalent sur les listes renvers�ees. Nous avons aussi traduit les op�erateurs de r�e
ursionminimaux et avons prouv�e leurs r�egles de r�edu
tion sous forme d'�equations.7.6 Con
lusionDans 
e 
hapitre, nous avons montr�e 
omment mettre �a jour une th�eorie d�evelopp�ee formelle-ment lors d'un 
hangement de repr�esentation d'une des donn�ees mises en jeu. Nous nous sommesfo
alis�es sur l'exemple du passage des entiers de Peano aux entiers binaires. Cependant, le tra-vail pr�esent�e i
i peut se g�en�eraliser fa
ilement au 
hangement de repr�esentations de n'importequel type d�es lors qu'il est repr�esent�e par un type indu
tif simple. La question du 
hangement derepr�esentation de notions math�ematiques d�e
rites par des types d�ependants sera �etudi�ee partielle-ment dans le 
hapitre suivant.



Chapitre 8De nouvelles appro
hesDans 
e 
hapitre, nous pr�esentons les travaux les plus r�e
ents e�e
tu�es dans le 
adre de 
etteth�ese. Nous �etudions la question des 
hangements de repr�esentation pour les notions d�e
rites pardes types d�ependants, par exemple l'ensemble des matri
es. Nous �etudions plus parti
uli�erementla question de la repr�esentation des fon
tions en pr�esen
e des types d�ependants. Finalement, nousd�e
rivons une nouvelle m�ethode de transformation d'une th�eorie d�evelopp�ee formellement lors d'un
hangement de repr�esentation 
on
r�ete d'une des donn�ees.8.1 Repr�esentations matri
iellesNous pr�esentons la des
ription fon
tionnelle des op�erations de base sur les matri
es 
arr�eessur un anneau quel
onque. Cette formalisation est une exp�erien
e de d�eveloppement d'une th�eorieave
 des types d�ependants. En plus de la des
ription formelle de l'anneau des matri
es, nous mon-trons 
omment passer de la repr�esentation indu
tive des ve
teurs �a une repr�esentation par produit
art�esien.8.1.1 Une formalisation op�erationnelle des matri
es 
arr�ees8.1.1.1 Ensemble supportNotre formalisation des matri
es est g�en�erique, 
'est-�a-dire que ses op�erations et leurs propri�et�essont d�e�nies de fa�
on ind�ependante de l'ensemble support et de ses op�erations.L'ensemble support est d�e�ni par un module suivant :Module Type Carrier.Parameters A : Set.Parameters Aopp : A -> A.Parameters Aplus : A -> A -> A; Amult : A -> A -> A.Parameters A0 : A; A1 : A.Parameters Aeq : A -> A -> bool.Axiom A_ring : (Ring_Theory Aplus Amult A1 A0 Aopp Aeq).Add Abstra
t Ring A Aplus Amult A1 A0 Aopp Aeq A_ring.End Carrier. 105



106 Chapitre 8. De nouvelles appro
hesLes ve
teurs et les matri
es seront d�e�nis 
omme des fon
teurs prenant en argument 
e module.Ainsi on obtient une des
ription g�en�erique des ve
teurs et des matri
es que l'on pourra instan
ierave
 n'importe quel ensemble support.8.1.1.2 Op�erations sur les ve
teursLes ve
teurs sont repr�esent�es par un type indu
tif d�ependant :Indu
tive ve
t [A:Set℄ : Set :=vnil : (ve
t A 0)| v
ons : (n:nat)A->(ve
t A n)->(ve
t A (S n)).A partir de 
ette d�e�nition indu
tive, on montre en utilisant les te
hniques d'inversion et l'�egalit�ed�ependante sur les familles indu
tives que8v : (ve
t 0): v = vnil (8.1)8n : nat; v : (ve
t (S n)): 9n : nat; v0 : (ve
t n): v = (v
ons n a v0) (8.2)Les op�erations sur les ve
teurs sont d�e�nies par analyse par 
as et r�e
ursion stru
turelle. Parexemple, la fon
tion d'addition de deux ve
teurs peut être d�e�nie en Coq de mani�ere suivante :Fixpoint addve
t [ n : nat; v : (ve
t A n) ℄ : (ve
t A n) -> (ve
t A n) :=<[k : nat℄ (ve
t A k) -> (ve
t A k)> Cases v ofvnil => [v' : ?℄ (vnil A)| (v
ons n1 x1 v1) =>[v' : (ve
t A (S n1))℄(<[k : nat℄ [v' : (ve
t A k)℄ k = (S n1) -> (ve
t A k)> Cases v' ofvnil => [h : ?℄ (vnil A)| (v
ons n2 x2 v2) =>[h : ?℄(v
onsA n2 (Aplus x1 x2)(addve
tn2(eq_re
nat n1 [n : nat℄ (ve
t A n) v1 n2(eq_add_S_tr n1 n2 (sym_eq ? ? ? h))) v2))end (refl_equal nat (S n1)))end.Le type de 
ette fon
tion d'addition est8n : nat: (ve
t A n)! (ve
t A n)! (ve
t A n)8.1.1.3 Indu
tion sur les ve
teursA�n de pouvoir raisonner ais�ement sur les ve
teurs, on est amen�e �a 
onstruire des prin
ipesd'indu
tion prenant en 
ompte le fait que l'on ne peut additionner que des ve
teurs de même taille.Ainsi pour montrer que8n : nat; v; w : (ve
t A n): (addve
t v w) = (addve
t w v);



8.1. Repr�esentations matri
ielles 107il est habituel de pro
�eder par double indu
tion sur v puis sur w pour destru
turer 
es deux ve
teurs.On peut rempla
er tout 
e raisonnement par l'appli
ation du prin
ipe d'indu
tion suivant :8P : 8n : nat: (ve
t A n)! (ve
t A n)! Prop:(P O (vnil A) (vnil A))!(8n : nat; v; v0 : (ve
t A n): (P n v v0)! 8a; b : A: (P (S n) (v
ons A n a v) (v
ons A n b v0)))!8n : nat; v; v0 : (ve
t A n): (P n v v0)Ce th�eor�eme se d�emontre par indu
tion sur n, puis en utilisant les propri�et�es du type ve
teurdonn�ees par les �equations (8.1) et (8.2).8.1.1.4 Op�erations sur les matri
es et propri�et�es d'anneauLes matri
es sont d�e�nies 
omme des ve
teurs de ve
teurs. Une matri
e n;m est un ve
teur�a n 
omposantes dont 
ha
une est elle-même un ve
teur de longueur m. En d'autres termes, 
elasigni�e que les matri
es sont d�e�nies ligne par ligne.Definition Lmatrix := [n, m : nat℄ (ve
t (ve
t A n) m).Ensuite �a partir des d�e�nitions des op�erations sur les ve
teurs, on d�e�nit les op�erations sur lesmatri
es. Par exemple, le produit de matri
es se d�e�nit �a l'aide du produit s
alaire entre ve
teurs.Nous obtenons �nalement un module implantant l'anneau des matri
es. La signature de 
e moduleest donn�ee dans la �gure 8.1.8.1.2 Changements de Repr�esentationDans 
ette se
tion, nous �etudions 
omment transformer la d�e�nition de la fon
tion map lorsd'un 
hangement de repr�esentation. Supposons que l'on veuille prendre une nouvelle repr�esentationdes listes d�ependantes sous forme de produit 
art�esien. Le type du produit 
art�esien de n fois A estd�e�ni par la fon
tion r�e
ursive suivante :Fixpoint 
p [A:Set;n:nat℄ : Set :=Cases n of| O => unit|(S m) => A*(
p A m)end.La transformation de la fon
tion map suit les mêmes r�egles que pour la fon
tion fa
t (voir le 
hapitre7). Nous devons tout d'abord passer d'une d�e�nition par point-�xe �a une d�e�nition par ordre bienfond�e.Nous allons voir 
omment modi�er la d�e�nition de la fon
tion map en une d�e�nition bien fond�eepour pouvoir en d�eduire une fon
tion map sur la repr�esentation sous forme de produits 
art�esiensdes ve
teurs. Ave
 le type indu
tif des listes d�ependantes, la fon
tion map s'�e
rit simplement ave
la 
onstru
tion de point-�xe :Fixpoint map [ A, B : Set; f : A -> B; n : nat; v : (ve
t A n) ℄ :(ve
t B n) :=<[p : nat℄ (ve
t B p)> Cases v ofvnil => (vnil B)| (v
ons p x v') => (v
ons B p (f x) (map A B f p v'))end.
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hesModule Type TMatri
es.Parameters A : Set.Parameters Aopp : A -> A.Parameters Aplus : A -> A -> A; Amult : A -> A -> A.Parameters A0 : A; A1 : A.Parameters Aeq : A -> A -> bool.Parameters A_ring : (Ring_Theory Aplus Amult A1 A0 Aopp Aeq).Parameters Lmatrix : nat->nat->Set.Parameters addmatrix : (n,m:nat)(Lmatrix n m)->(Lmatrix n m)->(Lmatrix n m).Parameters prodmat : (n,m,p:nat)(Lmatrix m n)->(Lmatrix p m)->(Lmatrix p n).Parameters oppmatrix : (n,m:nat)(Lmatrix n m)->(Lmatrix n m).Parameters o: (n,m:nat)(Lmatrix n m).Parameters I: (n : nat)(Lmatrix n n).Axiom addmatrix_sym :(n,m:nat) (w,w':(Lmatrix n m)) (addmatrix n m w w')=(addmatrix n m w' w).Axiom addmatrix_asso
 : (n,m:nat) (w,w',w'':(Lmatrix n m))(addmatrix n m (addmatrix n m w w') w'')=(addmatrix n m w (addmatrix n m w' w'')).Axiom addmatrix_oppmatrix :(n,m:nat) (w:(Lmatrix n m)) (addmatrix n m w (oppmatrix n m w))=(o n m).Axiom addmatrix_zero_l : (n,m:nat)(w:(Lmatrix n m))(addmatrix n m (o n m) w )=w.Axiom I_mat: (m, n : nat) (w : (Lmatrix n m)) (prodmat m m n (I m) w) = w.Axiom mat_I: (m, n : nat) (w : (Lmatrix n m)) (prodmat m n n w (I n)) = w.Axiom prodmat_distr_l:(n, m, p : nat) (a, b : (Lmatrix m n)) (w : (Lmatrix p m))(prodmat n m p (addmatrix m n a b) w) =(addmatrix p n (prodmat n m p a w) (prodmat n m p b w)).Axiom prodmat_distr_r:(n, m, p : nat) (a, b : (Lmatrix p m)) (w : (Lmatrix m n))(prodmat n m p w (addmatrix p m a b)) =(addmatrix p n (prodmat n m p w a) (prodmat n m p w b)).Axiom prodmat_asso
:(n, m, p, q : nat) (a : (Lmatrix m n)) (b : (Lmatrix p m)) (
 : (Lmatrix q p))(prodmat n p q (prodmat n m p a b) 
) = (prodmat n m q a (prodmat m p q b 
)).End TMatri
es. Fig. 8.1 { La signature du fon
teur des matri
es en Coq



8.1. Repr�esentations matri
ielles 1098.1.2.1 A

essibilit�e d�ependante et op�erateur de r�e
ursion asso
i�eNous allons d�e�nir une nouvelle relation d'a

essibilit�e pour les types d�ependants de la formede ve
t. Ensuite, nous 
onstruisons par analogie ave
 la biblioth�eque de propri�et�es sur l'ordre bienfond�e WellFounded une nouvelle biblioth�eque sur la r�e
ursion bien-fond�ee pour les types d�ependantsave
 un seul degr�e de d�ependan
e.A

essibilit�e Nous 
ommen�
ons par d�e�nir une nouvelle relation d'a

essibilit�e pour les typesd�ependants de la forme 8x : A: (B x). Cette d�e�nition est pratiquement la même que 
elle del'a

essibilit�e A

 de Coq pour les types simples. On a simplement rempla
�e A par 8x : A: (B x).Variable A : Set.Variable B : A -> Set.Variable R : (x : A) (B x) -> (y : A) (B y) -> Prop.Indu
tive A

' : (x : A) (B x) -> Prop :=A

'_intro:(x : A)(y : (B x)) ((z : A) (t : (B z)) (R z t x y) -> (A

' z t)) -> (A

' x y) .A partir de A

', on d�e�nit la notion de relation bien fond�ee. Une relation R sur une famille (B x)index�ee par x : A est bien-fond�ee si et seulement si tout �el�ement y de type (B x) est a

essible.Definition well_founded' := (x : A) (y : (B x)) (A

' x y).Op�erateur de r�e
ursion asso
i�e A la suite de 
es d�e�nitions, on d�e�nit un op�erateur der�e
ursion bien fond�ee suivant la relation R. Ce prin
ipe well founded indu
tion' est d�e�ni par r�e
ursionstru
turelle sur la preuve d'a

essibilit�e de l'entr�ee y : (B x) ave
 x : A. Son type est le suivant :8A : Set: 8B : A! Set: 8R : (8x : A: (B x)! 8y : A: (B y)! Prop):(well founded' A B R))8P : 8x : A: (B x)! Set:8x : A: 8y : (B x): (8z : A: 8t : (B z)(R z t x y)! (P z t))! (P x y) )8x : A: 8y : (B x): (P x y)La partie en
adr�ee 
orrespond au type de la fon
tionnelle �a fournir pour 
onstruire une fon
tionr�e
ursive suivant l'ordre bien fond�e R.8.1.2.2 D�e�nitions par ordre bien-fond�eOrdre Le premier pas vers une d�e�nition par ordre bien fond�e 
onsiste, tout d'abord, �a 
hoisir unordre sur les donn�ees 
onsid�er�ees (i
i les ve
teurs). L'ordre sera l'ordre lt sur la longueur des ve
teurs.Grâ
e �a la propri�et�e wf inverse image transpos�ee dans le 
as d�ependant, on montre fa
ilement quela famille indu
tive ve
t peut être �equip�ee ave
 un ordre bien-fond�e.Definition Vlength := [n : nat℄ [v : (ve
t n)℄ n.Definition Vlt :=[n : nat℄ [v : (ve
t n)℄ [m : nat℄ [w : (ve
t m)℄
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hes(lt (Vlength n v) (Vlength m w)).Theorem wf_Vlt: (well_founded' nat [n : nat℄ (ve
t n) Vlt).Constru
tion de la fon
tionnelle F map La fon
tionnelle F map prend en arguments le typedu ve
teur d'entr�ee (A), le type du ve
teur de sortie (B) et la fon
tion �a appliquer �a tous les �el�ementsdu ve
teur initial pour 
onstruire le ve
teur �nal. En plus de 
es arguments, la fon
tionnelle F mapprend en argument un ve
teur vn de longueur n et une fon
tion rf permettant de faire les 
al
ulsr�e
ursifs pour tous les ve
teurs qui sont plus petits que vn suivant l'ordre Vlt (
'est-�a-dire dont lalongueur est inf�erieure �a 
elle de vn).La d�e�nition de F map se fait ensuite par analyse par 
as sur vn. Si vn est de la forme vnil,alors on obtient (vnil B). Sinon, 
'est-�a-dire si l'entr�ee est de la forme (v
ons n0 a0 a0s), la valeurretourn�ee est 
onstruite par l'appli
ation du 
onstru
teur v
ons ave
 pour tête le terme (f a0) etpour queue le terme 
al
ul�e par rf pour la queue du ve
teur donn�e en entr�ee.Definition F_map := [A,B:Set; f:(A->B)℄[n:nat; vn:(ve
t A n)℄<[n0:nat; v:(ve
t A n0)℄((z:nat; t:(ve
t A z))(Vlt A z t n0 v)->(ve
t B z))->(ve
t B n0)>Cases vn of vnil => [rf:?℄(vnil B)| (v
ons n0 a0 a0s) =>[rf:?℄ (v
ons B n0 (f a0) (rf n0 a0s (le_n (S n0))))end.La nouvelle version wf map de la fon
tion map est donn�ee par la d�e�nition suivante :De�nition wf map : 8n : nat: 8v : (ve
t A n): (ve
t B n) :=(well founded indu
tion' nat �n : nat: (ve
t A n) (Vlt A) (wf Vlt A)8n : nat: 8v : (ve
t A n): (ve
t B n) F map)8.1.2.3 Preuve de l'�equation de point-�xeOn souhaite disposer d'une �equation de point-�xe pour pouvoir raisonner sur la fon
tion wf map.Pour 
ela, on reprend les travaux sur les preuves d'�equations de point-�xe pour les fon
tionsr�e
ursives g�en�erales dans le 
al
ul des 
onstru
tions. On reprend la d�emonstration du th�eor�eme detransfert donn�e en Coq �a la �n de l'arti
le de A. Balaa et Y. Bertot [BB00℄. La g�en�eralisation �a untype d�ependant 
omme les ve
teurs est assez fa
ile. Seules les quelques parties de la d�emonstrationfaites automatiquement sont �a reprendre. �Etant un peu plus te
hniques, elles ne peuvent êtremontr�ees automatiquement dans Coq. Finalement, on obtient le th�eor�eme de transfert suivant :Theorem new_wf_transfer:((x : A)(v:(B x)) (f' : (y : A) (w: (B y)) (V y w))(g : (y : A)(w:(B y)) (R y w x v) -> (V y w))((y : A)(w:(B y)) (h : (R y w x v)) (g y w h) = (f' y w))-> (F x v [y : A℄ [w:(B y)℄ [h : (R y w x v)℄ (g y w h)) =(F x v [y : A℄ [w:(B y)℄ [_ : (R y w x v)℄ (f' y w)))-> (x : A) (v:(B x)) (f x v) = (F x v [y : A℄ [w:(B y)℄ [h : (R y w x v)℄ (f y w)).
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e �a 
e th�eor�eme, on obtient l'�equation de point-�xe asso
i�ee �a la d�e�nition de wf map. Finale-ment, on en d�eduit les in�egalit�es suivantes :(wf map O (vnil A)) = (vnil B)8n : nat: 8a : A: 8v : (ve
t A n): (wf map (S n) (v
ons A n a v)) = (v
ons B n (f a) (wf map n v))8.2 Utilisation d'isomorphismes au niveau des typesDans 
ette se
tion, nous pr�esentons une appro
he alternative �a la m�ethode d�e
rite dans 
edo
ument pour g�erer les 
hangements de repr�esentation 
on
r�ete des donn�ees dans une th�eoried�evelopp�ee formellement.8.2.1 ExempleNous allons montrer sur l'exemple des entiers naturels 
omment passer d'une repr�esentation �aune autre des donn�ees en utilisant dire
tement l'isomorphisme les reliant.On 
ommen
e par donner sous forme de param�etres les homologues en binaire des op�erationsde base sur les entiers de Peano.Parameter bin:Set.Parameter b0:bin.Parameter bS: bin->bin.Parameter bpred : bin->bin.Parameter bplus:bin->bin->bin.Parameter bmult:bin->bin->bin.Parameter bminus:bin->bin->bin.Ces param�etres peuvent tr�es bien être instanti�es par les op�erations d�e
rites dans le 
hapitre pr�e
�edent.A partir de 
ette instantiation, on peut d�e�nir des fon
tions de 
onversion n2b et b2n et d�emontrerqu'elles sont inverses l'une de l'autre :8n : nat: (b2n (n2b n)) = n 8n : bin: (n2b (b2n n)) = nL'�etape suivante 
onsiste �a �etablir des propri�et�es de morphismes pour les op�erations sur lesentiers O, S, pred, plus, mult, minus. . .morphism O : b0 = (n2b O)morphism S : 8n : nat: (bS (n2b n)) = (n2b (S n))morphism pred : 8n : nat: (bpred (n2b n)) = (n2b (pred n))morphism plus : 8n;m : nat: (bplus (n2b n) (n2b m)) = (n2b (plus n m))morphism mult : 8n;m : nat: (bmult (n2b n) (n2b m)) = (n2b (mult n m))morphism minus : 8n;m : nat: (bminus (n2b n) (n2b m)) = (n2b (minus n m))Dans la suite, on suppose que tous 
es th�eor�emes sont sto
k�ees dans une base de r�e�e
riture appel�emorphisms.Imaginons que l'on 
her
he �a traduire la preuve de distributivit�e de la multipli
ation sur l'ad-dition. mult plus distr : 8n;m; p : nat:(mult (plus n m) p) = (plus (mult n p) (mult m p))
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hesDans la repr�esentation binaire, l'�enon
�e du th�eor�eme s'�e
rit :8n;m; p : bin:(bmult (bplus n m) p) = (bplus (bmult n p) (bmult m p))On va 
her
her �a transformer 
et �enon
�e en une instan
e du th�eor�eme mult plus distr. Pour 
ela,on va rempla
er 
ha
une des o

urren
es de variables v de type bin pr�esentes dans le 
ontexte par(n2b (b2n v)). Ensuite �a l'aide des r�egles de morphismes donn�ees plus haut, on va transformerl'�enon
�e du th�eor�eme en la formule suivante (on suppose que l'on a introduit tous les produits) :(n2b (mult (plus (b2n n) (b2nm)) (b2n p))) = (n2b (plus (mult (b2n n) (b2n p)) (mult (b2nm) (b2n p))))A 
e moment-l�a, on a besoin de la propri�et�e que n2b est une fon
tion, �a savoirf equal n2b : 8n;m : nat: n = m! (n2b n) = (n2b m):De l�a, on r�eduit le but �a :(mult (plus (b2n n) (b2n m)) (b2n p)) = (plus (mult (b2n n) (b2n p)) (mult (b2n m) (b2n p)))Ce but est une instan
e du th�eor�eme mult plus distr, il suÆt don
 d'appliquer 
e th�eor�eme pour
on
lure.En Coq, la preuve 
ompl�ete est donn�ee par :Lemma new_mult_plus_distr :(n,m,p:bin)(bmult (bplus n m) p)=(bplus (bmult n p) (bmult m p)).Intros n m p.Rewrite <- (n2b_b2n n).Rewrite <- (n2b_b2n m).Rewrite <- (n2b_b2n p).Repeat Rewrite morphism_mult.Repeat Rewrite morphism_plus.Rewrite morphism_mult.Apply f_equal_n2b.Apply mult_plus_distr.Qed.8.2.2 D�emonstration automatique de propri�et�esA partir de l'exemple pr�e
�edent, il est fa
ile de voir que l'on peut automatiser le pro
�ed�e utilis�e.Pour 
ela, nous allons utiliser le langage de ta
tiques propos�e par David Delahaye [Del00, Del01℄pour Coq. Nous allons 
onstruire une ta
tique IsoSolve qui fon
tionne de la mani�ere suivante :1. On 
ommen
e par �e
rire une ta
tique VIntro qui introduit la premi�ere variable li�ee et e�e
tuequelques pas de r�e�e
riture. Quand le but est de la forme 8b : bin: : : :, on introduit la variableb et on r�e�e
rit de droite �a gau
he ave
 le terme (n2b b2n b) qui exprime que (n2b (b2n b)) = b.Ensuite on applique la ta
tique de r�e�e
riture automatique AutoRewrite sur les morphismes(morphism plus. . . ).Dans le 
as d'un produit 8v : V: T o�u V est di��erent de bin, on se 
ontente d'introduire 
ettenouvelle variable sans au
un autre traitement.



8.2. Utilisation d'isomorphismes au niveau des types 113Meta Definition GrepHypId trm :=Mat
h Context With | [ id:trm |- ? ℄ -> id.Ta
ti
 Definition VIntro :=Mat
h Context With| [|-(id:bin)?℄ ->Intro ; Let v = (GrepHypId bin) In Rewrite <- (n2b_b2n v) ;AutoRewrite [morphisms℄| [|-(id:?)?℄ -> Intro.2. A partir de la d�e�nition de VIntro, on d�e�nit la ta
tique de r�esolution des buts IsoSolve, 
etteta
tique 
ommen
e par essayer de rempla
er le symbole b0 par (n2b O) dans le but. Ensuiteon it�ere l'appli
ation de VIntro jusqu'�a 
e qu'il ne reste plus de variables �a introduire. Il nereste qu'�a appliquer la ta
tique Auto ave
 pour arguments les bases arith et transform. Labase arith 
ontient la repr�esentation en arithm�etique de Peano du th�eor�eme que l'on 
her
he�a montrer. Cette ta
tique de d�emonstration automatique utilise aussi la base transform qui
ontient les th�eor�emes f equal n2b et n2b one to one.Ta
ti
 Definition IsoSolve :=Try (Rewrite morphism_O) ;Repeat VIntro ;Auto with arith transform.Cette ta
tique a permis de d�emontrer automatiquement de nombreux �enon
�es de la biblioth�equeArith traduits vers la repr�esentation binaire des entiers. Nous verrons 
ependant qu'il l'enri
hir pourpouvoir traduire la majeure partie de 
ette biblioth�eque.Tradu
tion des �enon
�es La tradu
tion des �enon
�es se fait au niveau du 
ode ML. On uti-lise exa
tement la même m�ethode de substitution des symboles que dans le 
as de la tradu
tionstru
turelle des termes de preuve d'une repr�esentation �a une autre.Hint Rewrite [ morphism_O morphism_S morphism_pred ℄ in morphisms.Hint Rewrite [ morphism_plus morphism_mult morphism_minus ℄ in morphisms.Axiom n2b_one_to_one : (n,m:nat)(n2b n)=(n2b m)->n=m.Lemma f_equal_n2b : (x,y:nat)x=y->(n2b x)=(n2b y).Exa
t(f_equal ? ? n2b).Qed.D�emonstrations Il est g�en�eralement n�e
essaire de transformer, en plus de la 
on
lusion, lespr�emisses d'un but traduit vers l'arithm�etique binaire a�n de se ramener �a une instan
e d'unth�eor�eme 
onnu dans l'arithm�etique de Peano. Pour 
ela, nous avons d�evelopp�e des ta
tiques plussophistiqu�ees 
omme StrongIsoSolve. Avant de d�e
rire le 
orps de 
ette nouvelle ta
tique, on 
om-men
e par ajouter deux nouveaux th�eor�emes permettant de relier ble et le dans la base transform.Theorem ble_n2b : (n,m:?)(le n m) -> (ble (n2b n) (n2b m)).Theorem ble_b2n : (n,m:?)(ble (n2b n) (n2b m))->(le n m).Hints Resolve ble_n2b ble_b2n : transform.



114 Chapitre 8. De nouvelles appro
hesLa ta
tique StrongVIntros transforme les pr�emisses de l'�enon
�e traduit (
elui que l'on veut d�emontrer)en les pr�emisses de l'�enon
�e initial. La ta
tique StrongIsoSolve 
onsiste simplement �a r�ep�eter lestransformations sur toutes les variables au fur et �a mesure qu'on les introduit.Ta
ti
 Definition StrongVIntros :=Mat
h Context With| [id:(ble (n2b ?1) (n2b ?2))|-?℄ ->Generalize (ble_b2n ?1 ?2 id); Clear id; Intro| [id:(bge (n2b ?1) (n2b ?2))|-?℄ ->Generalize (bge_b2n ?1 ?2 id); Clear id; Intro| [id:(blt (n2b ?1) (n2b ?2))|-?℄ ->Generalize (blt_b2n ?1 ?2 id); Clear id; Intro| [id:(bgt (n2b ?1) (n2b ?2))|-?℄ ->Generalize (bgt_b2n ?1 ?2 id); Clear id; Intro.Ta
ti
 Definition StrongIsoSolve :=Try (Rewrite morphism_O) ;Repeat VIntros ;Repeat StrongVIntros ;Auto with arith transform.Les ta
tiques IsoSolve et StrongIsoSolve ont deux homologues EIsoSolve et EStrongIsoSolve quiutilisent la ta
tique EAuto plutôt que la ta
tique Auto pour terminer la preuve. Le 
orps de lata
tique StrongVIntros doit être �etendu �a 
haque fois que l'on ajoute un nouveau pr�edi
at dans lath�eorie initiale.De plus, au fur et �a mesure des exp�erien
es, il s'est av�er�e n�e
essaire de par
ourir stru
turellementles �enon
�es �a transformer. Par exemple, la preuve d'une disjon
tion de la forme (lt n m) _ n =m n�e
essite de destru
turer la disjon
tion, appliquer les morphismes et ensuite re
onstruire ladisjon
tion. Cette m�ethode n�e
essite don
 une analyse stru
turelle du type du th�eor�eme de lamême mani�ere qu'il �etait n�e
essaire de faire une analyse stru
turelle du terme de preuve pour letraduire dans la m�ethode pr�esent�ee plus tôt dans 
e do
ument.Implantation dans Coq Le pro
�ed�e de tradu
tion des �enon
�es et de d�emonstration automatiquedes nouveaux �enon
�es est implant�e dans le syst�eme Coq en utilisant le langage de ta
tiques propos�epar David Delahaye [Del00, Del01℄ pour Coq. Ce langage a pu être utilis�e d�es lors que l'analysedu 
ontexte par Mat
h Context With se faisait de l'hypoth�ese la plus r�e
emment introduite versl'hypoth�ese la plus an
ienne (
'est le 
as dans la version 7.4. de Coq disponible depuis f�evrier2003).Comme nous l'avons vu, seule la tradu
tion syntaxique des �enon
�es des th�eor�emes d'un type dedonn�ees �a l'autre a n�e
essit�e l'�e
riture de 
ode dire
tement en Caml. Cet outil a �et�e exp�eriment�eave
 su

�es pour traduire une 
entaine de th�eor�emes de la biblioth�eque Arith de Coq. Il apparâ�ta priori 
omme une alternative s�erieuse (mais de 
omplexit�e �equivalente dans sa mise en �uvre) �ala te
hnique de transformation des termes de preuve pr�esent�ee dans 
ette th�ese.8.3 Con
lusionDans 
e 
hapitre, nous avons �etudi�e un 
as o�u les donn�ees sont repr�esent�ees par des typesd�ependants. Dans 
e 
adre, nous avons montr�e 
omment les te
hniques de r�einstantiation des pa-
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lusion 115ram�etres par des fon
tions e�e
tives peuvent être r�eutilis�ees en pr�esen
e de types d�ependants. Nousavons seulement �etudi�e le 
as d'un type d�ependant ave
 un seul niveau de d�ependan
es. La questionde la g�en�eri
it�e de 
ette m�ethode pour des types d�ependants arbitraires reste ouverte et m�eriteraitd'être �etudi�ee. De plus, la red�e�nition des fon
tions dans une nouvelle repr�esentation est seulementune �etape du travail de transformation d'une th�eorie d�evelopp�ee formellement lors du 
hangementde la repr�esentation 
on
r�ete d'une des donn�ees mises en jeu. L'appli
ation des te
hniques propos�eesdans les deux 
hapitres pr�e
�edents dans le 
as des types d�ependants reste �a �etudier.En plus de 
ette extension aux types d�ependants de nos travaux, nous avons �egalement d�e
rit uneappro
he alternative pour la r�eutilisation des preuves dans le 
as d'un 
hangement de repr�esentationde 
ertaines donn�ees. Cette appro
he apparâ�t 
omme une alternative 
r�edible �a la m�ethodologiede transformation des termes de preuve propos�ee dans 
e do
ument.
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Chapitre 9Con
lusionsNous voil�a arriv�es au terme de 
e do
ument. Nous allons en rappeler les prin
ipales 
ontribu-tions. Nous donnerons ensuite quelles perspe
tives de re
her
he issues de 
es travaux.9.1 Travaux a

omplisDans 
ette th�ese, nous avons r�ealis�e deux �etudes sur le d�eveloppement, la maintenan
e et lar�eutilisation de preuves formelles dans un syst�eme d'aide �a la preuve 
omme Coq. Nous avonsfourni une preuve 
ompl�ete �a plusieurs niveaux d'abstra
tion de la 
orre
tion de l'algorithme de
al
ul de la ra
ine 
arr�ee de Gmp ainsi que de son implantation imp�erative en C. Nous avons aussipropos�e de nouveaux outils pour fa
iliter le passage d'une repr�esentation indu
tive �a une autred'un type de donn�ees. Pour 
ela, nous avons propos�e un algorithme de transformation des termesde preuves, permettant d'extraire les �etapes impli
ites de raisonnement par 
al
ul et de les rendreexpli
ites par l'appli
ation de th�eor�emes d'�egalit�es simulant 
es r�edu
tions. Apr�es avoir prouv�e �a lamain les propri�et�es 
ara
t�eristiques des fon
tions dans la nouvelle repr�esentation, on dispose d'unoutil automatique pour traduire les preuves de l'an
ienne vers la nouvelle repr�esentation.9.2 Perspe
tives de re
her
heLes travaux r�ealis�es sur les 
hangements de repr�esentation des donn�ees dans une th�eorie d�evelopp�eeformellement s'appuient sur l'isomorphisme existant entre les deux repr�esentations indu
tives 
onsid�er�ees.D'un autre 
ôt�e, le passage de la des
ription fon
tionnelle �a la des
ription imp�erative du programmede 
al
ul de la ra
ine 
arr�ee de Gmp peut aussi être vu 
omme un 
hangement de repr�esentation.En e�et, les donn�ees manipul�ees ne sont plus des entiers relatifs Z, mais des entiers born�es.9.2.1 Types de donn�ees non isomorphesOn peut noter trois 
ontextes dans lesquels on pourrait vouloir 
hanger de repr�esentation sanspour autant que les deux types sont s�emantiquement isomorphes :{ le passage des entiers relatifs Z vers les entiers born�es Zn,{ le passage des entiers naturels N vers les entiers relatifs Z,{ le passage des nombres r�eels vers les nombres 
ottants.117



118 Chapitre 9. Con
lusions9.2.1.1 Des entiers relatifs vers les entiers born�esLors d'un passage de la des
ription fon
tionnelle �a la des
ription imp�erative, nous avons nonseulement 
hang�e de paradigme de programmation, mais aussi la repr�esentation des donn�ees mani-pul�ees par l'algorithme. Alors que dans la des
ription fon
tionnelle, les entiers �etaient repr�esent�espar l'ensemble Z des entiers relatifs, ils sont repr�esent�es sous forme de segments d'entiers born�es.Cette transformation peut don
 être vue 
omme un 
hangement de repr�esentation. Cependant, lesdeux repr�esentations 
onsid�er�es : l'ensemble des entiers relatifs Z et l'ensemble des segments d'en-tiers born�es que l'on peut identi�er �a Zn pour un n donn�e ne sont pas isomorphes. Par 
ons�equentles �enon
�es de th�eor�emes dans la premi�ere repr�esentation Z doit être pr�e
is�e avant de pouvoirêtre d�emontr�ees dans la nouvelle repr�esentation. L'�enon
�e sur Z ne doit traiter que des entiersrepr�esentables dans l'ensemble d'arriv�ee de la transformation.9.2.1.2 Des entiers naturels vers les entiers relatifsOn se retrouve 
onfront�e au même probl�eme lorsque l'on souhaite passer de la repr�esentation�a la Peano des entiers naturels �a la repr�esentation binaire (sous forme d'entiers relatifs Z). Parexemple, l'�enon
�e du th�eor�eme plus sym, �a savoir8n;m : nat: (plus n m) = (plus m n)doit être transform�e en8n;m : Z: 0 � n! 0 � m! (Zplus n m) = (Zplus m n)En e�et, la preuve de plus sym ne 
ontient au
une information �a propos du 
omportement de l'ad-dition sur les entiers n�egatifs. Cette modi�
ation des �enon
�es ave
 des pr�e-
onditions de positivit�esur les entiers est assez pro
he de 
e que l'on a fait en 
onsid�erant le type Zpos �a la pla
e de nat.Dans 
e 
as, les 
onditions de positivit�e �etaient 
a
h�ees dans un �-type.9.2.1.3 Des r�eels vers les 
ottantsPasser de la des
ription math�ematique d'un probl�eme �a sa r�ealisation pratique revient souvent�a passer d'un univers abstrait (o�u tout peut être d�e
rit de fa�
on exa
te) �a un univers 
on
ret (o�u
ertains objets ne peuvent être d�e
rits qu'approximativement). C'est le 
as lors du passage de larepr�esentation math�ematique des nombres (g�en�eralement des nombres r�eels) �a la repr�esentation in-formatique de 
es nombres (g�en�eralement des 
ottants). Les 
ottants sont g�en�eralement repr�esent�espar des mots de 32 ou 64 bits. Par 
ons�equent, ils ne permettent pas toujours de repr�esenter defa�
on exa
te tous les nombres r�eels. Certains nombres r�eels (qu'ils soient trop grands ou trop petits)ne peuvent être repr�esent�es qu'approximativement.Pourtant on aimerait pouvoir utiliser les nombreux r�esultats �etablis sur les r�eels (par exempledans [May01℄) pour d�emontrer des propri�et�es d'algorithmes sur les 
ottants �a l'aide du syst�emeCoq. Pour 
ela, il faudrait d�evelopper des outils de transformation de d�emonstrations dans le 
aso�u les repr�esentations initiale et �nale ne sont pas isomorphes.9.2.2 Repr�esentation des fon
tionsNous avons vu dans 
e do
ument que 
ertaines fon
tions 
omme la fa
torielle et la fon
tion deFibona

i doivent être d�e�nies en utilisant une 
onstru
tion par ordre bien-fond�e. Dans sa th�ese[Bal02℄, A. Balaa propose une m�ethode alternative �a la d�e�nition par ordre bien-fond�e des fon
tions



9.2. Perspe
tives de re
her
he 119r�e
ursives g�en�erales. Elle propose de faire des d�e�nitions par it�eration dont le nombre d'it�erationsest born�ee. Cette m�ethode apparâ�t 
omme plus fa
ilement utilisable dans le syst�eme Coq. Il seraitdon
 int�eressant d'�etudier 
omment d�e
rire les fon
tions ave
 
e nouveau 
adre et 
omment 
hangerla repr�esentation des donn�ees dans le 
orps de 
es fon
tions.9.2.3 Types d�ependantsA la �n de 
ette th�ese, nous avons abord�e le 
as d'un 
hangement de repr�esentation d'unedonn�ee d�e
rite par un type d�ependant. Il serait int�eressant de poursuivre 
ette �etude en parti
ulieren �etudiant les probl�emes issus du 
hangement de repr�esentation des indi
es d'une famille indu
tive.Par exemple, le type des ve
teurs pourrait être transform�e a�n de rempla
er le type nat par le typebin. Dans 
e 
as, l'�enon
�e8v : (ve
t A n): 8v0 : (ve
t A (pred (S n))): v =(ve
t A n) v0est bien form�e puisque (pred (S n)) et n sont 
onvertibles dans nat. Cependant, dans la repr�esentationbinaire, (bpred (bS n)) et n ne sont pas 
onvertibles. Par 
ons�equent deux termes �egaux proposi-tionnellement ne sont plus dans le même type apr�es la transformation de nat vers bin. Une solution(hors de port�ee au sein du syst�eme Coq a
tuel) serait d'identi�er les �egalit�es propositionnelle etd�e�nitionnelle 
omme l'a propos�e M. Hofmann dans [Hof96℄. Une autre te
hnique 
onsisterait �arelier entre elles deux instan
es d'une même famille indu
tive par des 
�r
ions [Sa��97℄. Z. Luo etS. Soloviev ont d'ailleurs propos�e dans [LS99℄ des moyens d'ajouter des 
�r
ions entre un type(par exemple les listes polymorphes) et une famille de types indu
tifs d�ependants (par exemple lesve
teurs de longueur n).



120 Chapitre 9. Con
lusions



Bibliographie[Alv02℄ C. Alvarado. R�e
exion pour la R�e�e
riture dans le Cal
ul des Constru
tions Indu
tives.PhD thesis, Universit�e Parix XI - Orsay, 2002.[And94℄ P. Anderson. Representing Proof Transformations for Program Optimization. In Pro-
eedings of the 12th International Conferen
e on Automated Dedu
tion, volume 814,pages 575{589. LNAI, Springer-Verlag, 1994.[Bal02℄ A. Balaa. Fon
tions r�e
ursives g�en�erales dans le 
al
ul des 
onstru
tions. PhD thesis,Universit�e de Ni
e Sophia-Antipolis, 2002.[Bar95℄ G. Barthe. Impli
it Coer
ions in Type Systems. In S. Berardi and M. Coppo, editors,Pro
eedings of Types'95, volume 1128 of LNCS, pages 1{15, 1995.[BB00℄ A. Balaa and Y. Bertot. Fix-point Equations for Well-Founded Re
ursion in TypeTheory. In Harrison and Aagaard [HA00℄, pages 1{16.[BC03℄ Y. Bertot and P. Casteran. Le Coq'Art. To appear, 2003.[Bla01℄ F. Blanqui. Th�eorie des Types et R�e
riture. PhD thesis, Universit�e Paris XI, Orsay,Fran
e, 2001. Available in english as "Type theory and Rewriting".[BMZ02℄ Y. Bertot, N. Magaud, and P. Zimmermann. A Proof of GMP Square Root. Journal ofAutomated Reasoning, 29 :225{252, 2002. Spe
ial Issue on Automating and Me
hanisingMathemati
s : In honour of N.G. de Bruijn.[Bon02℄ D. Bondyfalat. Certi�
ation d'un Algorithme de Division pour les Grands Entiers.Unpublished, 2002.[Bou97℄ S. Boutin. Using Re
e
tion to Build EÆ
ient and Certi�ed De
ision Pro
edures. InM. Abadi and T. Ito, editors, Theoreti
al Aspe
ts of Computer S
ien
e, volume 1281.LNCS, Springer-Verlag, 1997.[BP01℄ G. Barthe and O. Pons. Type Isomorphisms and Proof Reuse in Dependent TypeTheory. In F. Honsell and M. Mi
ulan, editors, FOSSACS'01, volume 2030, pages57{71. LNCS, Springer-Verlag, 2001.[BRB95℄ G. Barthe, M.P.J. Ruys, and H.P. Barendregt. A Two-Level Approa
h Towards LeanProof-Che
king. In Types for Proofs and Programs, International Workshop TYPES'95,pages 16{35, Torino, 1995.[CAB+86℄ R. L. Constable, S. F. Allen, H.M. Bromley, W.R. Cleaveland, J.F. Cre-mer, R.W. Harper, D. J. Howe, T.B. Knoblo
k, N.P. Mendler, P. Panan-gaden, J. T. Sasaki, and S. F. Smith. Implementing Mathemati
s withthe Nuprl Development System. Prenti
e-Hall, 1986. freely available fromhttp ://www.
s.
ornell.edu/Info/Proje
ts/NuPrl/book/do
.html.121



122 Bibliographie[Cap99℄ V. Capretta. Universal Algebra in Type Theory. In Y. Bertot, G. Dowek, A. Hir-s
howitz, C. Paulin, and L. Th�ery, editors, Theorem Proving in Higher Order Logi
s,12th International Conferen
e, TPHOLs '99, volume 1690 of LNCS, pages 131{148.Springer, 1999.[CH88℄ Th. Coquand and G. Huet. The Cal
ulus of Constru
tions. Information and Compu-tation, 76, 1988.[CLMP00℄ P. Callaghan, Z. Luo, J. M
Kinna, and R. Polla
k, editors. volume 2277 of Le
tureNotes in Computer S
ien
e. Springer-Verlag, 2000.[Coq02℄ Coq development team, INRIA and LRI. The Coq Proof Assistant Referen
e Manual,May 2002. Version 7.3.[Cos00℄ Y. Cos
oy. Expli
ation Textuelle de Preuves pour le Cal
ul des Constru
tions Indu
-tives. Th�ese d'universit�e, Universit�e de Ni
e-Sophia-Antipolis, September 2000.[Cre02℄ J. Cre
i. Certi�
ation d'algorithmes d'arithm�etique r�eelle exa
te dans le syst�eme Coq.Rapport de DEA, Universit�e Paris-Sud, Orsay, Fran
e, September 2002.[CT96℄ C. Cornes and D. Terrasse. Inverting Indu
tive Predi
ates in Coq. In BRA Workshopon Types for Proofs and Programs (TYPES'95), volume 1158 of LNCS, 1996.[Cur95℄ R. Curien. Outils pour la Preuve par Analogie. PhD thesis, Universit�e Henri Poin
ar�eNan
y I, INRIA-Lorraine, 1995.[Del00℄ D. Delahaye. A Ta
ti
 Language for the System Coq. In Pro
eedings of Logi
 forProgramming and Automated Reasoning (LPAR), Reunion Island, volume 1955, pages85{95. Springer-Verlag LNCS/LNAI, November 2000.[Del01℄ D. Delahaye. Con
eption de Langages pour D�e
rire les Preuves et les Automatisationsdans les Outils d'Aide �a la Preuve. PhD thesis, Universit�e Paris 6, 2001.[Den00℄ E. Denney. A Prototype Proof Translator from HOL to Coq. In Harrison and Aagaard[HA00℄, pages 108{125.[DGJ03℄ C. Dubois, J. Grandguillot, and M. Jaume. R�eutilisation de Preuves Formelles : uneEtude pour le Syst�eme FoC. In Journ�ees Fran
ophones pour les Langages Appli
atifs,January 2003.[DR02℄ D. Deharbe and S. Ranise. BDD-Driven First-Order Satis�ability Pro
edures. Rapportte
hnique 4630, INRIA, Novembre 2002.[DRT01℄ M. Daumas, L. Rideau, and L. Th�ery. A Generi
 Library for Floating-Point Num-bers and Its App li
ation to Exa
t Computing. In Theorem Proving in Higher OrderLogi
s : 14th International Conferen
e, number 2152 in LNCS. Springer-Verlag, Sep-tember 2001.[FH97℄ A. Felty and D. Howe. Hybrid Intera
tive Theorem Proving using Nuprl and HOL. InFourteenth International Conferen
e on Automated Dedu
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R�esum�eNous �etudions 
omment fa
iliter la r�eutilisation des preuves formelles en th�eorie des types. Noustraitons 
ette question lors de l'�etude de la 
orre
tion du programme de 
al
ul de la ra
ine 
arr�eede GMP. A partir d'une des
ription formelle, nous 
onstruisons un programme imp�eratif ave
 l'ou-til Corre
tness. Cette des
ription prend en 
ompte tous les d�etails de l'implantation, y 
omprisl'arithm�etique de pointeurs utilis�ee et la gestion de la m�emoire.Nous �etudions aussi 
omment r�eutiliser des preuves formelles lorsque l'on 
hange la repr�esentation
on
r�ete des donn�ees. Nous proposons un outil qui permet d'abstraire les propri�et�es 
al
ulatoiresasso
i�ees �a un type indu
tif dans les termes de preuve. Nous proposons �egalement des outils poursimuler 
es propri�et�es dans un type isomorphe. Nous pouvons ainsi passer, syst�ematiquement, d'unerepr�esentation des donn�ees �a une autre dans un d�eveloppement formel.Mots 
l�es : Outils d'aide �a la preuve, th�eorie des types, ra
ine 
arr�ee, preuves formelles de pro-grammes, GMP, arithm�etique en pr�e
ision arbitraire, types indu
tifs, transformation automatiquede preuves. Abstra
tWe study proof reuse in a type theory. We investigate this issue by studying the 
orre
tness ofGMP square root. From a formal des
ription, we build a 
omplete imperative program using theCorre
tness tool. This des
ription gives a detailed a

ount of the a
tual implementation, in
ludingpointer arithmeti
s and memory management.We also study how to reuse formal proofs when the 
on
rete representation of some data 
hanges.We propose tools to abstra
t away 
omputational properties of a given indu
tive data type in proofterms. We also propose new tools to simulate these properties in an isomorphi
 data type. Together,these tools allow us to shift, almost automati
ally, from one representation to another in a formaldevelopment.Keywords :Proof assistants, type theory, square root, formal proofs of programs, GMP, arbi-trary large numbers, indu
tive types, automati
 proof transformation.


