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1 PR�ELIMINAIRES 2IntroductionLa validation d'un logiciel telle qu'elle peut se faire en B (ou dans d'autres syst�emes for-mels) est obligatoire d�es qu'il s'agit d'applications critiques (logiciels embarqu�es, protocolesde communication r�eseaux, logiciel de contrôle d'un r�eacteur nucl�eaire), ou plus proches denous de protocoles bancaires (cartes, transferts de fonds. . . ). Les tests exp�erimentaux ne suf-�sent pas �a assurer que le logiciel est �able. L'utilisation d'une m�ethode formelle permet nonseulement de valider un syst�eme, mais aussi d'assurer l'ad�equation entre le besoin exprim�e(les sp�eci�cations) et le produit �nal.Dans le cadre des langages purement fonctionnels bas�es sur le ��calcul, on peut facilementfaire des preuves en utilisant l'isomorphisme de Curry-Howard qui relie les notions de preuveet de programme. Cependant, la majorit�e des logiciels existants sont �ecrits dans des lan-gages imp�eratifs. Il est donc n�ecessaire de disposer de m�ethodes formelles de preuves sur lesprogrammes imp�eratifs. La logique de Hoare ou la m�ethode de preuves assertionnelles �a laFloyd en sont des exemples. D'autre part, il semble int�eressant de disposer d'une m�ethodeformelle associ�ee �a un outil de preuves puissant.Le syst�eme Coq [2, 1] est un assistant de preuves implantant une logique d'ordre sup�erieur,le Calcul des Constructions Inductives. Ce formalisme �etant lui-même un ��calcul typ�e, ilest donc bien adapt�e �a la preuve de programmes purement fonctionels. On peut l�egitime-ment s'interroger sur l'adaptation d'un tel syst�eme �a la validation de programmes imp�eratifsvis-�a-vis de leurs sp�eci�cations.Une m�ethode de correction totale \�a la Hoare" de programmes imp�eratifs (�ecrits dans unsyntaxe proche de celle de Caml) a �et�e r�ecemment implant�ee dans le syst�eme Coq. A partirde la donn�ee d'un programme imp�eratif annot�e (comme en logique de Hoare : pr�econditions,postconditions, invariants de boucle. . . ), la tactique engendre la liste des propri�et�es �a d�e-montrer pour valider le programme.Dans ce rapport, on pr�esente le d�eveloppement d'une preuve d'un programme de tri parinsertion d'un tableau. A travers cette preuve, il s'agit de voir si le langage de sp�eci�cationsGallina et les outils de preuve du syst�eme Coq conviennent pour �etablir la correction d'unprogramme. Apr�es avoir d�e�ni ce programme et ces caract�eristiques, on va sp�eci�er pr�ecis�e-ment les propri�et�es qu'il doit v�eri�er; puis �nalement, on �etablira chacune de ses propri�et�es�a l'aide des outils de preuve du syst�eme Coq, ce qui validera le programme vis-�a-vis de sessp�eci�cations.1 Pr�eliminairesOn se propose de r�ealiser la preuve formelle de correction totale d'un programme de tripar insertion d'un tableau de taille N (dont les indices valides sont compris entre 0 et N �1)au moyen de la tactique Programs.1.1 La tactique ProgramsCette tactique, dont on trouvera la description compl�ete dans [1] sera consid�er�ee icicomme une bô�te noire. On se contentera d'en d�ecrire le comportement tel qu'on l'observe



1 PR�ELIMINAIRES 3depuis l'ext�erieur.A partir d'un programme imp�eratif (annot�e dans le style de la logique de Hoare), la tac-tique construit un arbre de preuve incomplet i.e. dans lequel certaines propri�et�es restent �ad�emontrer : ce sont les obligations de preuve engendr�ees. De plus, la tactique assure que sil'utilisateur parvient �a montrer ces di��erents buts, la correction totale du programme sera�etablie. Cependant, ce dernier reste libre, soit de conclure que tous ces buts sont trivialementd�emontrables, soit d'utiliser les outils de preuve du syst�eme Coq pour les montrer, soit mêmed'utiliser un autre assistant �a la d�emonstration mieux adapt�e au cas consid�er�e.1.2 Premier programme envisag�eOn consid�ere d'abord un programme naturel de tri par insertion d'un tableau comme onpourrait l'�ecrire en Caml. La fonction insertion prend en param�etre le tableau a, sa taillen, ainsi que l'indice i de l'�el�ement �a ins�erer. Les param�etres de la fonction tri sont quant �aeux le tableau a et sa taille n.let insertion a n i =let v = a.(i) and j= ref i inbeginwhile ((!j > 0) && (a.(!j-1) > v)) doa.(!j) <- a.(!j-1);j := !j-1done;a.(!j) <- v;aend;;let tri a n =let i = ref 1 inbeginwhile (!i < n) do(insertion a n !i) ;i := !i+1done;aend;; Ici, on utilise le fait que le mode habituel d'�evaluation des connectives logiques (or, and)est paresseux. En Caml (ou C) par exemple, l'�evaluation du second argument de la connectiveand ne s'e�ectue qu'apr�es celle du premier argument et seulement si ce dernier s'est �evalu�e�a true. Dans le programme ci-dessus, cela permet de garantir que l'on n'acc�ede jamais autableau hors des bornes.Or la tactique de correction utilis�ee consid�ere les connectives comme des fonctions strictes,et ne fait aucune hypoth�ese sur l'ordre d'�evaluation des param�etres d'une connective logique.Ainsi, il n'est pas possible de prouver la correction du programme pr�ec�edent dans ce cadre.Et, en e�et, il est clair que le programme propos�e n'est pas correct vis-�a-vis de la s�emantiquedu langage utilis�e pour d�ecrire les programmes.



2 SP�ECIFICATIONS 4On va donc reprendre le programme pr�ec�edent et le modi�er l�eg�erement a�n qu'il n'utiliseplus la s�emantique paresseuse des connectives, mais qu'explicitement les tests concernantl'indice i et la valeur A[i] soient s�epar�es. De cette fa�con, on pourra garantir que tout acc�esau tableau se fait bien dans les bornes.1.3 Programme �nalLa nouvelle version propos�ee introduit une nouvelle variable bool�eenne et conduira �a unesp�eci�cation et une preuve un peu plus compliqu�ees de la validit�e du programme.Le programme de tri que l'on consid�erera dans la suite de cette �etude est le suivant (o�u seulela fonction insertion a �et�e modi��ee).let insertion a n i =let v = a.(i) and j=ref i and fini = ref false inbeginwhile ((!j > 0) && (not !fini)) do(if (a.(!j-1) > v)then begina.(!j) <- a.(!j-1);j := !j-1endelse begin fini := true end)done;a.(!j) <- vend;;let tri a n =let i = ref 1 inbeginwhile (!i < n) do(insertion a n !i) ;i := !i+1done;aend;; On dispose maintenant d'un programme dont on veut montrer qu'il r�ealise bien le tripar insertion d'un tableau de taille N (indic�e de 0 �a N � 1). Pour cela, on doit maintenantformaliser, i.e. sp�eci�er quelles propri�et�es un tel programme doit v�eri�er.2 Sp�eci�cationsPour obtenir une preuve du programme de tri par insertion pr�esent�e dans la section pr�ec�e-dente, on va proc�eder en deux temps en utilisant le caract�ere modulaire du programme. Ainsila sp�eci�cation et la preuve elle-même seront modulaires. Une fois que l'on aura �etabli une



2 SP�ECIFICATIONS 5preuve de correction du tri s'appuyant sur une sp�eci�cation pr�ecise de la fonction insertion(donn�ee d'une pr�e et d'une postcondition, liste des e�ets), on pourra facilement construireune nouvelle preuve d'un programme de tri insertion par dichotomie par exemple. Pour cela,il su�t de faire la preuve d'une fonction d'insertion par dichotomie dans un tableau tri�e quiait les mêmes pr�e et postconditions que la fonction insertion pr�ec�edente.2.1 Propri�et�es g�en�erales sur les tableauxLe langage de description des programmes imp�eratifs n'impl�emente pas physiquement lestableaux, ces derniers sont repr�esent�es dans Coq par un type abstrait et axiomatis�es par lesop�erations de lecture (access), �ecriture (store) et de cr�eation (new). Nous reviendrons surla mani�ere dont les tableaux sont g�er�es dans la section 3.1.1 consacr�ee �a la preuve proprementdite.On distingue deux types de propri�et�es sur les tableaux :{ la notion d'�echange de deux �el�ements et celle de permutation;{ la notion d'ordre et d'�el�ements tri�es dans le tableau.2.1.1 La biblioth�eque sur les �echanges et les permutationsLes propri�et�es des �echanges et des permutations y sont d�e�nies. La relation de permuta-tion est d�e�nie comme la plus petite relation r�e
exive, sym�etrique et transitive qui contiennetous les �echanges.2.1.2 La biblioth�eque Sorted.vPour faire des preuves sur les tableaux tri�es, il fallait disposer d'un biblioth�eque depropri�et�es simples. On a tout d'abord d�e�ni la propri�et�e sorted array qui traduit le faitpour une partie d'un tableau d'être tri�ee par ordre croissant, puis �a partir de cette d�e�nition,plusieurs lemmes simples sur les tableaux tri�es ont �et�e �etablis.Le lemme sorted elements donne des propri�et�es d'ordre entre deux �el�ements d'un mêmesous-tableau tri�e. On dispose d'autre part de lemmes permettant de passer d'un tableau tri�edes indices i �a j �a un tableau tri�e des indices i �a j + 1 sous r�eserve dans A[j + 1] soit plusgrand que A[j].2.2 Sp�eci�cations des programmesInformellement, ce que l'on d�esire obtenir est la propri�et�e suivante : \A partir d'un tableauquelconque de taille N > 0, on veut obtenir un tableau tri�e par ordre croissant et qui soit unepermutation du tableau initial". Il s'agit maintenant de formaliser tout cela dans le langagede sp�eci�cation de Coq.



2 SP�ECIFICATIONS 62.2.1 Le programme de triLa fonction insertion ins�ere le ni�eme �el�ement d'un tableau dans le sous-tableau tri�e[0 : : : n � 1]. Elle a pour postcondition que le tableau est maintenant tri�e de 0 �a n et quecelui-ci est bien une permutation du tableau de d�epart.On peut facilement �ecrire un \prototype" de la fonction insertion sur lequel on s'appuyerapour montrer la correction du programme de tri, puis nous reviendrons plus tard sur lasp�eci�cation pr�ecise interne de la fonction insertion. Pour l'instant, nous nous contentonsde l'observer de l'ext�erieur.Global Variable insertion : (n:Z)returns u:unitreads Awrites Apre (sorted_array N A `0` `n-1`)/\(`1<=n<N`)post ((sorted_array N A `0` n)/\(permut A A@))end.
n

a

0

Tableau trié de 0 à n-1Fig. 1 - Insertion du ni�eme �el�ement d'un tableau dans le sous-tableau tri�e 0 . . .n � 1On peut remarquer la notation A@ dans (permut A A@), celle-ci permet de faire r�ef�erenceau tableau A avant l'ex�ecution de insertion. La notation particuli�ere A@0 permet de fairer�ef�erence au tableau A initial. Cela permet de parler facilement du tableau �a n'importe quel�etape de l'ex�ecution du programme sans avoir �a utiliser un grand nombre de variables tem-poraires.A partir de cette repr�esentation et du code de tri, on peut sp�eci�er l'invariant et le variantutilis�es dans la preuve. Pour le variant, il est clair que N � i d�ecroit strictement �a chaqueit�eration et qu'il reste toujours sup�erieur ou �egal �a z�ero. L'invariant, quant �a lui, se divise endeux parties, l'une traduit le fait que le tableau se trie un peu plus �a chaque �etape et l'autreassure qu'�a chaque it�eration de la boucle, le tableau courant est bien une permutation dutableau initial.En�n, on annote le programme par une postcondition repr�esentant exactement le r�esultat at-tendu : le tableau a est tri�e par ordre croissant et c'est une permutation du tableau de d�epart.Correctness tri{`N>0`}let i = ref 1 inbegin



2 SP�ECIFICATIONS 7while (!i < N) do{ invariant ((sorted_array N A `0` `i-1`)/\(permut A A@0)/\(`1<=i`)) as Ivariant `N-i` }(insertion !i) { (sorted_array N A `0` i)/\(permut A A@) };i := (Zs !i)doneend{ (sorted_array N A `0` `N-1`)/\(permut A A@0) }.2.2.2 La fonction insertionLe corps de cette fonction se r�eduit �a une boucle while, il s'agit donc de trouver uninvariant permettant de prouver la correction partielle et un variant permettant d'�etablir laterminaison, ce qui nous donnera une preuve de correction totale de la fonction insertion.La di�cult�e r�eside dans le fait que l'invariant n'est pas tr�es g�en�eral. Avant d'�ecrire l'invariantrelatif aux propri�et�es de tri du sous-tableau consid�er�e, interessons-nous au probl�eme de lapermutation.Ici, le tableau n'est pas modi��e par des �echanges, mais �a la premi�ere it�eration, un �el�ementdu tableau (celui que l'on veut ins�erer dans la partie tri�ee) est remplac�e par son voisin degauche et le tableau n'est donc plus une permutation du tableau initial. Cependant, il estclair que tout au long de la boucle, un des �el�ements du tableau est pr�esent dans deux casessuccessives, on peut donc en substituter un par la valeur de l'�el�ement manquant dans letableau (stock�e dans v) et avoir ainsi une permutation du tableau de d�epart.Pour ce qui concerne l'invariant sur les propri�et�es de tri, il est un peu plus compliqu�e, �al'it�eration o�u j vaut j0, on doit avoir des informations et pouvoir acc�eder aux cases d'indicesj0�1 et j0+1. De ce fait, on ne peut pas d�e�nir un invariant simple qui soit vrai quelle quesoit la valeur de j; cependant les probl�emes se trouvent aux bornes du domaine de j. On adonc deux cas particuliers: j = n (la premi�ere it�eration de la boucle), ce qui correspond �ainv n et j = 0 (l'invariant en �n de corps de boucle lorsque l'on avait j = 1 et A[j � 1] > v�a l'entr�ee de la boucle), ce qui correspond �a inv 0. Finalement, on a un invariant g�en�eralglobal inv lorsque j est compris strictement entre 0 et n (0 < j < n). Voici les d�e�nitionsde ces 3 invariants :{ l'invariant \initial"Definition inv_n := [N:Z][A:(array N Z)][j:Z][n:Z][v:Z][b:bool](`j=n` ->( (sorted_array N A `0` `j-1`)/\ (Zle v A#[j])/\ ((b=true) -> (Zle A#[`j-1`] v)))).{ l'invariant \�nal"Definition inv_0 := [N:Z][A:(array N Z)][j:Z][n:Z][v:Z](`j=0` ->



2 SP�ECIFICATIONS 8( (sorted_array N A j `n`)/\ (Zle v A#[j]))).{ l'invariant g�en�eral pour 0 < j < nDefinition global_inv := [N:Z][A:(array N Z)][j:Z][n:Z][v:Z][b:bool](`0<j<n` ->( (sorted_array N A `0` `j-1`)/\ (sorted_array N A `j` `n`)/\ (Zle A#[`j-1`] A#[`j+1`])/\ (Zle v A#[j])/\ ((b=true) -> (Zle A#[`j-1`] v)))).L'invariant total, du moins pour la partie concernant la propri�et�e de tri sera form�e de laconjonction des 3 invariants pr�ec�edents.La conjonction de cet invariant, de l'invariant de permutation d�ecrit pr�ec�edemment et d'unederni�ere propri�et�e `0 <= j <= n` n�ecessaire pour prouver que les acc�es au tableau se fontbien dans les bornes nous donne notre invariant d�e�nitif tel qu'on peut l'observer ci-dessousdans le programme annot�e.Correctness insertionfun (n:Z) ->{((sorted_array N A `0` `n-1`) /\ `1<=n<N`)}let v = ref A[n] inlet j = ref n inlet fini = ref false inbeginwhile ((!j > 0) and (not (sumbool_of_bool !fini))) do{ invariant (( (global_inv N A j n v fini)/\ (inv_0 N A j n v)/\ (inv_n N A j n v fini))/\ (permut (store A j v) A@0)/\ (`0<=j<=n`)) as Ivariant (fini,j) for R }(if (A[(Zpred !j)] > !v)then beginA[!j] := A[(Zpred !j)];j := (Zpred !j)endelse begin fini := true end){((R (fini,j) (fini@,j@)) /\(( (global_inv N A j n v fini)/\ (inv_0 N A j n v)/\ (inv_n N A j n v fini))



3 R�ESOLUTION DES OBLIGATIONS DE PREUVE ENGENDR�EES 9/\ (permut (store A j v) A@0)/\ (`0<=j<=n`)))}done;A[!j]:=!vend{ (sorted_array N A `0` n) /\ (permut A A@)}.Il ne reste plus qu'�a d�e�nir le variant et la relation d'ordre bien fond�e associ�ee. Le whilea deux possibilit�es de terminaison, soit j <= 0 soit fini = true, le variant doit donc traduireces deux cas. On commence par d�e�nir un ordre bien fond�e sur les bool�eens: True < False.Puis une relation R qui repr�esente l'ordre lexicographique sur le type bool�een � entier relatifpositif. Cette relation est d�e�nie de mani�ere suivante :8(b; j)(b0; j0) 2 bool � Z+ (R (b; j) (b0; j0)) () (b <bool b0) _ ((b = b0) ^ (Zwf `0` j j0))o�u Zwf `0` est la relation d'ordre bien fond�e usuelle sur les entiers relatifs positifs.Rappel : soit un ensemble E et une relation d'ordre R sur E; on dit que R est une rela-tion d'ordre bien fond�e sur E si et seulement s'il n'existe pas de suite in�nie strictementd�ecroissante d'�el�ements de E.2.3 Sp�eci�cations et CoqLa sp�eci�cation du probl�eme est largement ind�ependante du formalisme logique utilis�e.Ici, la quasi-totalit�e des propri�et�es et des axiomes sont exprim�es dans la logique du premierordre. La puissance du Calcul des Constructions Inductives n'est pas n�ecessaire pour pou-voir sp�eci�er, un formalisme logique bas�e sur la th�eorie de ensembles de Zermelo-Frankelserait su�sant. Cependant, le calcul des constructions inductives s'av�ere tr�es utile lorsqu'ils'agit de d�e�nir inductivement les permutations �a partir des �echanges. De plus, la tactiqueCorrectness [1] exploite �egalement tous les avantages d'un formalisme logique d'ordre su-p�erieur pour analyser le programme annot�e et g�en�erer automatiquement les obligations depreuve.3 R�esolution des obligations de preuve engendr�eesUne fois le programme annot�e, on le soumet �a la tactique Correctness qui va engendrerl'arbre de preuve et les obligations de preuves �a montrer pour valider le programme. Danscette section, nous allons nous int�eresser �a la forme des obligations de preuve ainsi qu'�a lamani�ere de les r�esoudre au moyen de l'assistant de preuve Coq.3.1 Forme des obligations de preuvesLes obligations de preuve sont assez naturels et proches de celles que l'on exigerait d'unepreuve \�a la main" ou d'une preuve plus formelle en Logique de Hoare.



3 R�ESOLUTION DES OBLIGATIONS DE PREUVE ENGENDR�EES 103.1.1 La gestion des tableauxLes tableaux sont consid�er�es de mani�ere globale, la modi�cation d'une valeur dans letableau est donc consid�er�ee comme une modi�cation du tableau tout entier. A cause duprobl�eme d'aliasing des indices acc�ed�es, on ne dispose d'aucune r�egle sur l'a�ectation dansun tableau. Il s'agit d'un probl�eme commun avec d'autres formalismes, en Logique de Hoarepar exemple.Exemple : Consid�erons le tableau suivant indic�e de 1 �a n :2 2 � � � � � �Si l'on disposait de la r�egle d'a�ectation usuelle, fp[x e]g x := e fpg , on pourrait �ecriref1 = 1g T [T [2]] := 1 fT [T [2]] = 1get comme (T [1] = 2 ^ T [2] = 2) ! 1 = 1;on pourrait d�eduire par a�aiblissement de la pr�econdition quefT [1] = 2 ^ T [2] = 2g T [T [2]] := 1 fT [T [2]] = 1g;ce qui est �evidemment faux.3.1.2 Les obligations li�ees �a une boucle whilewhile B do f invariant I variant j for Rg S doneLes obligations de preuve relatives �a ce segment sont :{ l'ordre R est bien fond�e;{ l'invariant est v�eri��e �a l'entr�ee de la boucle;{ l'invariant est conserv�e par une it�eration de la boucle et le variant a diminu�e stricte-ment;3.2 Validation du programme de tri par insertion3.2.1 La fonction insertionLes obligations de preuve r�esultant de l'application de la tactique Correctness �a lafonction d'insertion sont les suivantes :{ Prouver que l'ordre R sur le type bool�een � entier positif est bien fond�e;{ Conservation de l'invariant avec le r�esultat du test du if valant true;{ A�ectation dans la \i�eme" du tableau A;



3 R�ESOLUTION DES OBLIGATIONS DE PREUVE ENGENDR�EES 11{ Conservation de l'invariant avec le resultat du test du if valant false;{ Acc�es �a la case j � 1 du tableau A;{ Validit�e de l'invariant �a l'entr�ee de boucle;{ D�eduction de la postcondition de insertion sachant que l'invariant est vrai en sortiede boucle et que le test de boucle s'�evalue �a faux;{ Acc�es �a la case j du tableau A (apr�es la �n de boucle);{ D�e�nition de la variable locale v : acc�es �a la case n du tableau A.Ainsi, la correction totale (au sens de Hoare) de la fonction insertion est �etablie. A partirde cette preuve, on prouve le programme de tri par insertion en rempla�cant le prototype deinsertion par sa preuve dans Coq.3.2.2 Le programme de triPour ce qui concerne le programme de tri, bat̂� sur le prototype de la fonction insertion,les 4 obligations de preuves engendr�ees sont les suivantes :{ Etablissement de la pr�econdition de insertion �a partir des annotations du programmetri;{ D�ecroissance du variant et conservation de l'invariant �a chaque it�eration;{ Validit�e de l'invariant �a l'entr�ee de boucle;{ Etablissement de la postcondition du programme de tri apr�es la sortie de boucle.On peut remarquer que dans le cas de l'ordre sur les entiers relatifs positifs utilis�e ici, iln'est pas n�ecessaire d'�etablir soi-même qu'il est bien-fond�e (l'�enonc�e et la d�emonstration dece r�esultat classique �gurant dans la biblioth�eque de Coq). C'est la tactique qui r�esoud cebut de fa�con automatique.3.3 Utilisation de Coq pour la r�esolution des obligations de preuveOn a vu que les obligations de preuve �a montrer sont relativement proches de celles d'unepreuve informelle; en e�et celles-ci correspondent aux propri�et�es que l'on aurait dû d�emon-trer si l'on avait fait la preuve �a la main en logique de Hoare.Toutes ces obligations de preuves comprennent un grand nombre de buts �a caract�ere arith-m�etique (in�egalit�e sur des entiers relatifs. . . ). Ces obligations proviennent principalement desv�eri�cations de bornes pour les acc�es aux tableaux ainsi que de la d�ecroissance du variant.Le syst�eme Coq dispose d'une tactique particuli�erement adapt�ee �a la r�esolution de ce typede buts : Omega [1, Chap 17].Les preuves sont longues mais ne sont pas tr�es di�ciles. La longueur des preuves n'est passeulement li�ee �a l'alourdissement induit par la formalisation, mais aussi �a la sp�eci�cation as-sez compliqu�ee �a laquelle on a dû recourir dans la fonction insertion. La d�e�nition utilis�ee



3 R�ESOLUTION DES OBLIGATIONS DE PREUVE ENGENDR�EES 12pour l'invariant s'appuie sur un grand nombre de raisonnements par cas qui alourdissent lapreuve.Globalement, les outils de preuve de Coq sont assez bien adapt�es �a la r�esolution des obliga-tions de preuve; cependant les preuves ne se font que tr�es peu automatiquement. De nom-breux buts relativement simples, voire triviaux ne sont pas montr�es par la tactique Auto.Les preuves seraient grandement simpli��ees si cette tactique utilisait l'ensemble des lemmessimples de la biblioth�eque de Coq. Ainsi, les buts �evidents �a montrer seraient r�esolus quasi-automatiquement et l'on pourrait se consacrer aux phases plus d�elicates de la d�emonstration(telle que la preuve que l'ordre lexicographique issu des ordres Zbool et Zwf `0` est bienfond�e).En conclusion, voici une comparaison de l'importance des di��erentes parties de la preuve :{ Le programme lui-même s'�ecrit en une vingtaine de lignes;{ Les sp�eci�cations des propri�et�es du programme et des invariants s'�etendent sur unecentaine de lignes environ;{ Les preuves li�es au programme consid�er�e (i.e. sans les biblioth�eques sur les permutationsde tableaux, ni les tableaux tri�es) repr�esentent approximativement entre 500 �a 600lignes de preuve (\retravaill�ees", les premi�eres versions tournant autour de 800 �a causede maladresses de d�ebutant en Coq).On obtient donc un rapport de 25 entre la longueur du programme et sa preuve. La sp�e-ci�cation et la v�eri�cation d'un programme dans un syst�eme formel comme Coq reste doncrelativement lourde, mais possible en un temps raisonnable pour un utilisateur exp�eriment�edisposant de bonnes biblioth�eques de base.ConclusionCe travail s'inscrit dans une contribution �a Coq en fournissant une biblioth�eque de lemmessur les tableaux tri�es Sorted.v, ainsi qu'un exemple non trivial de preuve d'un programmeimp�eratif communement utilis�e. Il s'agit d'un des premiers exemples de preuves de pro-grammes imp�eratifs r�ealis�es en Coq. L'int�egralit�e de la preuve est disponible �a l'adresse sui-vante http://pauillac.inria.fr/coq/contribs/summary.htmlavec l'ensemble des contri-butions des utilisateurs du syst�eme Coq.Cette preuve du tri par insertion montre qu'il est possible de traiter des exemples de preuvesde programmes non triviaux et qu'il est envisageable (et envisag�e : une preuve de Quicksorta �et�e r�ealis�e il y a peu en Coq) de faire des preuves de programmes cons�equents. L'apparitionet l'am�elioration de biblioth�eques telles que Sorted.v permettent de simpli�er et surtoutd'acc�el�erer l'�ecriture de nouvelles preuves. Le nouvel utilisateur �evite en e�et de red�emontrerun grand nombre de r�esultats simples n�ecessaires �a la validation du programme qu'il �etudie.De plus, une fois la preuve termin�ee, l'extraction e�ective d'un programme ne pose aucunedi�cult�e. En e�et, celle-ci peut être r�ealis�ee sans di�cult�e vers des langages comme Pascalou Caml �a partir de la preuve, il su�t en e�et de \pretty-printer" le code donn�e par l'utiliseurvers le langage de r�ealisation (en �etant attentif aux di��erences s�emantiques entre ces deux
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