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Pour u € C, u désigne le complexe conjugué de u. On écrit x pour le vecteur (z1,...,2,), ol n est la

dimension de 'espace E de définition des fonctions. On a quatre cas d’espace, tous & n dimensions:

— non échantillonné non périodique: E = IR".

— échantillonné non périodique: E = [[;_, A;Z, ou A; est le pas d’échantillonnage selon P'axe ¢
(A; > 0). On pose ici A =[], A;.

— non échantillonné périodique: E =[]}, R/T;Z, o T; est la période selon I'axe i (T; > 0); on
peut identifier le quotient IR/T;ZZ (ensemble des réels modulo T;) avec l'intervale [0, T;[. On pose
ici T =[[, T:

— échantillonné périodique: E = H?Zl NZLIN;AZL, ou A; est le pas d’échantillonnage et N;A;
la période selon 'axe i (N; € IN*, la période devant étre multiple du pas d’échantillonnage) ; on
a un isomorphisme entre le quotient (A;ZZ)/(N;A;ZL) (ensemble des multiples de A;, modulo
N;A;) et le quotient Z/N;Z (ensemble des entiers modulo N;). On pose ici A =[], A; et
N =T, N;. Cet espace est fini, sa taille valant .

CONVOLUTION ET CORRELATION

On les note respectivement, f x g et f o g. Elles sont définies comme suit selon le type d’espace:

— non échantillonné non périodique (E = IR"):

/f g(x—t)d et /f g(x+t)d

— échantillonné non périodique (E =[], AZZ):

(frg)(x) =) f(t)g(x—t) et Z g(x +t).
€E
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— non échantillonné périodique (E =[], R/T;ZZ):

1 [ ——
(P9 =7 [ J©gx-t)a et (fo)() =7 [ FEhgtx+ ey
— échantillonné périodique (E = [[;_; N;yZ/N;NZL) :
(fx9)(x NAZf g(x—t) et (fog)(x :%Z g(x+t).
teE cE

NB: ces deux sommes sont finies (elle ont N termes).
La convolution est bilinéaire, commutative, et associative (avec 1’égalité presque partout). La
corrélation est linéaire sur I’argument de droite et semi-linéaire sur 'argument de gauche; au lieu de

la commutativité, on a:
(fog)(x) = (go f)(—x).
Pour une translation 7, par un vecteur h, c.a.d. m(f)(x) = f(x—"h), on a

(f*g) =m(f)xg=Fxm(g) et  m(fog)=7n(f)og=/omlg).

En particulier 7,(f) o mh(g) = fog.



Une application directe du Lemme de Schwartz donne

I(fog)®)| < NIfll2 - llgll2,

o ||-||2 désigne la norme quadratique, et I’égalité est vérifiée si et seulement si f(t ) est proportionnelle
a g(x+t) pour t € E (presque partout).
TRANSFORMEE DE FOURIER

Elle est définie sur certaines classes de fonctions. La transformée de Fourier de f est notée F(f). A

nouveau la formule varie selon le type d’espace:

— non échantillonné non périodique (E = IR™): Pour f (absolument) intégrable, on a

F(f)(u) = /E F(b) exp[—2miu- ] dt.

Pour les fonctions non intégrables, on “extrapole”. Ici F(f) sera aussi sur le méme espace non
échantillonné non périodique E = IR".

échantillonné non périodique (E =[], A;ZL): Pour f (absolument) sommable, on a

F(f)(w) = 3~ £(t) expl—2miu-t].

teckE

Pour les fonctions non sommables, on “extrapole”. Ici F(f) sera sur I’espace non échantillonné
périodique E' = [[;_, IR/A;'Z, avec la période 1/A; selon l'axe i.
non échantillonné périodique (E = [[;_, IR/T;Z) : Pour f (absolument) intégrable, on a

F(f)(a) = %/Ef(t) exp[—2mi u - t] dt.

Pour les fonctions non intégrables, on “extrapole”. Ici F(f) sera sur I’espace échantillonné non
périodique E' =[]}, T, 'Z, avec le pas d’échantillonnage 1/T; selon I’axe 1.
échantillonné périodique (E =[]}, AJZL/N;AVZL) -

FN) = o5 3 F(6) expl-2rin-t]
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NB: la somme est finie, elle a N termes. Ici F(f) sera sur 'espace échantillonné périodique
E' = [IL, (N;A)YZ/A'Z, avec le pas d’échantillonnage 1/N;A; et la période 1/A; selon
laxe 3.
On a la formule d’inversion F(F(f))(x) = f(—x) (presque partout) qui donne, suivant le type
d’espace:

— non échantillonné non périodique (E = IR"):
ft)= / F(f)(u) exp[+2miu- t] du.
E
— échantillonné non périodique (E =[], AZZ):

f&)=A [ F(f)(u) exp[+27iu-t]du,  avec E’:ﬁm/Aglz.
£ i=1



— non échantillonné périodique (E =[]}, R/T;Z):

Z F(f)(u) exp[+2miu-t], avec E' = HT[IZ.
uck'’ .

— échantillonné périodique (E = [[;_; AyZL/N;AZL)

=A Z F(f)(u) exp[+2miu-t], avec E'= H(NiAi)flz/Ai_lz'

A nouveau, la somme a N termes.

La transformée de Fourier est une opération linéaire, et elle préserve la norme quadratique. On a les

équations suivantes sur sa relation avec diverses opérations sur les fonctions :

9(x) = f(—x) = F(g)(u) = F(f)(-n),
9(x) = f(x) = F(g)(u) = F(f)(—w),
9(x) = f(-x) = F(g)(u) = F(f)(u),
9(x1,.. ., xp) = flz1/ar, ..., 2n/an) = F(9)(u1,...,un) = a1 |an|F(f)(aru1, ..., anuy),
fx)=g(z1, ..., Tm)h(@mi1, - 2n) = F(H(0) = F(g)(u1, .-y um) F(h) (Umtty-- -, Un).

F(g)(u) = exp[—2mih - u] F(f)(u),
F(g)(w) = F(f)(u—h).

9(x) = f(x —h)
9(x) = exp[2rih-x] /()

bl

9=0f/0z; = F(g)(w) = 2miu; F(f)(u),
9(x) = —2miz; f(x) F(g) = 0F(f)/0u;.

l

F(fxg)=F(f) F(9),
F(f-9)=F(f)*F(9),
F(fog)=F(f)- Flg).

En particulier F(f o f) = |F(f)|?: l'autocorrélation d’une fonction correspond au carré de la valeur

absolue de la transformée de Fourier de cette fonction.

Pour les fonctions sur IR", la transformée de Fourier commute avec la rotation, on a la formule

de multiplication [, F(f)-g9= [5 f - F(g), et la formule de Poisson:

Y f@) =) F(f)e)

zEXU™ zEU™

On définit 'amplitude et la phase de Fourier, A(f) et ®(f), comme suit :

AN () = [FH@)] et F(f)(u) = A(f)(a) - exp[i®(f)(u)]

L’amplitude de Fourier est & valeurs réelles non-négatives, tandis que la phase de Fourier est & valeurs
réelles modulo 27. Pour f a valeurs réelles, on a F(f)(—u) = F(f)(u), et alors:

AN (—w) = A(f)(w) et (f)(-u) = -2(f)(w).



La transformée de Fourier de 'impulsion de Dirac § est la fonction constante 1. Ecrivons éy, pour
7h(6), une impulsion au point h; on a alors
F(6n)(u) = exp[—2wih-u].

Le peigne de Dirac

D b

V=Y /Al
est sa propre transformée de Fourier (c’est une conséquence de la formule de Poisson). Si on prend
un peigne suivant des pas différents selon les axes,
n
> 6., o E=]]AZ,
zcE i=1
sa transformée de Fourier sera
1 . S
K Z 5v, ou E*= HA’ 1%.
veEE* i=1
ECHANTILLONNAGE ET PERIODISATION
Etant donnée une fonction f définie sur IR"™, ’échantillonnage de f donne une fonction f. définie
sur E =[], AZZ, telle que f.(t) = f(t) pour tout t € [T, A;Z. On peut considérer f, comme
un train d’impulsions chacune de hauteur correspondant & la valeur de I’échantillon, donc on peut

fe:Zf(z)éz:f'Z(Sz-

zeE zcE
Soit E* = [[i,; A7 'Z. La transformée de Fourier de f, sera donc:

FH+F(X0) =z 70+ (X 0) =5 3 w(F0),
z€E veE*

veE*

écrire:

ol 7y est la translation par v. Cela donne:

Flfm) =+ 3 F(f)m-v)

veER*

NB: cette égalité peut étre obtenue directement au moyen de la formule de Poisson, sans utiliser le
peigne de Dirac. On remarque que F(f.) est effectivement périodique de période 1/A; selon I’axe
i. Notons de plus que si F(f) s’annule en dehors de lintervale I = [ ,[-1/2A;,1/24A], alors
AF(f)(u = F(f)(u) pour u € I, donc F(f) est la restriction de F(f.) & I (au facteur A pres).
Plus généralement, si F(f) s’annule en dehors de lintervale I =[], [—v;,v;], on prend A; tel que
A7 > 2u;, et en choisissant 6; tel que v; < 0; < A7 —v; (i=1,...,n), on a AF(f.)(u=F(f)(u)
pour u € []7 ,[—0;,6;]. Cela signifie que f s’obtient (au facteur A pres) & partir de f, par un filtrage
passe-bas By, ... 9, ayant une fréquence de coupure 6; selon I'axe i :

f=AfexBg, . .0, =A Z f(2)72(Ba,....0.)
zeFE
donc
f&x) =" f(z)A- By, 4, (x —2).
zeE
Notons en particulier que pour 6; = 1/2A; on a
n . 1
sin(mA; " x;)
A-B Tiy...,Tp) = _—
1/2A1,...,1/2A, (T1 n) Zl;[l wA;lar,-
La fréquence 2v; est la fréquence de Nyquist selon I'axe .



