
UFR de Math�ematique et InformatiqueL2 InformatiqueCombinatoire | 05-061�ere feuille d'exeriesJusti�er soigneusement les r�eponsesOn suppose admises les propri�et�es suivantes de la omposition f2 Æf1 de deux fontions f1 : A1 ! A2et f2 : A2 ! A3 (pour A1; A2; A3 quelonques) :(a) Si f1 et f2 sont injetives, alors f2 Æ f1 est injetive.(b) Si f1 et f2 sont surjetives, alors f2 Æ f1 est surjetive.() Si f2 Æ f1 est injetive, alors f1 est injetive.(d) Si f2 Æ f1 est surjetive, alors f2 est surjetive.(1) Soient f : A! B et g : B ! A. Montrer que :(i) f et g sont bijetives si et seulement si f Æ g et g Æ f sont bijetives.(ii) f est une bijetion et g est la bijetion inverse de f si et seulement si f Æg = IdB et gÆf = IdA.(2) Soit f : A! B (A;B 6= ;). Montrer que :(i) f est injetive si et seulement s'il existe une appliation g : B ! A telle que g Æ f = IdA. Quepeut-on dire de g ?(ii) f est surjetive si et seulement s'il existe une appliation g : B ! A telle que f Æ g = IdB .Que peut-on dire de g ?(3) On onsid�ere trois appliations f : A ! B, g : B ! A, et h : B ! A, telles que g Æ f = IdA etf Æ h = IdB . Montrer que h = g. (Indiation : aluler g Æ f Æ h).(4) Soit P une partie in�nie de IN. Construire par r�eurrene une bijetion f : IN ! P stritementroissante (.-�a-d. telle que f(n) < f(n + 1) pour tout n 2 IN). Montrer par r�eurrene que f estl'unique bijetion stritement roissante IN ! P . En d'autres termes, il existe une unique suitestritement roissante an (n 2 IN) telle que P = fan j n 2 INg.(5) Construire une bijetion IN2 ! IN en partant du prinipe : \tout entier > 0 se d�eompose defa�on unique en un produit d'une puissane de 2 et d'un nombre impair".(6) On d�e�nit la suite de Fibonai Fn, n � 0, omme suit :Fn = 1p5 24 1 +p52 !n+1 � 1�p52 !n+135 :(a) Caluler Fn pour n = 0; 1; 2.



(b) V�eri�er que pour tout n � 0 on a Fn+2 = Fn+1 + Fn. (NB: (1+p5)=2 et (1�p5)=2 sont lesraines du polynôme X2 �X � 1).() D�emontrer par r�eurrene que Fn 2 IN� pour tout n � 0, et en d�eduire que la suite Fn eststritement roissante pour n � 1.(7) Etant donn�es 3 ensembles A, B et C, d�erire �AB�C et A(B�C), et donner une bijetion \na-turelle" entre es deux ensembles. En d�eduire une bijetion entre �AB�C et �AC�B .(8) Appliation :En imagerie informatique, un niveau de gris orrespond �a une intensit�e lumineuse, et est od�e parun entier ompris entre 0 (orrespondant au noir) et 255 (orrespondant au blan). Soit T =f0; 1; : : : ; 254; 255g l'ensemble des niveaux de gris od�es. Une ouleur est od�ee par un triplet (r; v; b)d'intensit�es orrespondant aux omposantes de rouge, verte et bleue de la ouleur, ave r; v; b 2 T .Don l'ensemble des ouleurs od�ees est T 3.Une image est d�e�nie sur un retangle E de pixels (tahes lumineuses), on peut la onsid�ereromme une fontion I assoiant �a tout pixel p 2 E un niveau de gris ou une ouleur, qu'on noteraI(p). Don une image �a niveaux de gris est une fontion E ! T et une image en ouleurs est unefontion E ! T 3.Commenter les 3 aÆrmations suivantes, et faire le lien ave les ensembles �T 3�E , T (f0;1;2g�E) et�TE�3 :(a) Une image en ouleurs assoie �a tout pixel une ouleur �a omposantes rouge, verte et bleue.(b) Une image en ouleurs est onstitu�ee d'un triplet d'images �a niveaux de gris, qui donnent lesomposantes rouge, verte et bleue de l'image en ouleurs.(b) Une image en ouleurs orrespond �a une image �a niveaux de gris d�e�nie sur un empilementde 3 retangles identiques �a E ; on a ainsi 3 ouhes orrespondant aux omposantes rouge,verte et bleue de l'image en ouleurs.


