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3ème feuille d'exeries

Justi�er soigneusement les réponses

Exerie 1

Supposons l'appliation f : E → E idempotente, .-à-d. pour tout x ∈ E on

a f(f(x)) = f(x). Montrer que les 4 énonés suivants sont équivalents :

a. f est injetive ;

b. f est surjetive ;

. f est bijetive ;

d. f = IdE, l'identité sur E, .-à-d. pour tout x ∈ E on a f(x) = x.

Exerie 2

Soit f : IN → IN donnée par f(n) = ⌊n
2
⌋ + 1, où ⌊x⌋ désigne le plus grand

entier ≤ x.

a. Caluler f(0), f(1) et f(2).
b. Montrer que pour n ≥ 3, on a 2 ≤ f(n) < n, et que la restrition de

f aux n ≥ 2 est un fontion IN \ {0, 1} → IN \ {0, 1} qui déroît les

valeurs : ∀n ∈ IN \ {0, 1}, f(n) ≤ n.

. Déterminer pour tout n ∈ IN quel est son yle attrateur (en fait, f

a exatement deux yles attrateurs).

(Vous savez probablement que toute famille d'entiers naturels possède un

minimum, par onséquent une suite déroissante d'entiers naturels n0 ≥ n1 ≥
n2 ≥ . . . atteint à un ertain moment son minimum, .-à-d. il existe k ∈ IN
tel que nk = nk+1 = nk+2 = . . ..)

Exerie 3

Soient A et B deux ensembles disjoints (A ∩ B = ∅), de ardinaux

card(A) = a > 0 et card(B) = b > 0. Donner le nombre de parties X

de A ∪ B telles que X ∩ A 6= ∅ et X ∩ B 6= ∅.
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Exerie 4

On dé�nit la relation R sur IN par a R b si et seulement si a = b − 3. Quelle

est la relation d'ordre partiel sur IN engendrée par R (.-à-d. la plus petite

relation ré�exive, antisymétrique et transitive ontenant R).

Exerie 5

Soit R ⊆ A × B une relation entre A et B. Considérons les relations RR−1

et R−1R.

a. Sur quels ensembles sont-elles dé�nies ? Expliiter leur dé�nition en

termes de R uniquement.

b. Sont-elles symétriques ? Ré�exives ? A quelles onditions ?

Exerie 6

Soit E un ensemble �ni et f une appliation E → E. On dé�nit sur E la

relation ≡ par x ≡ y s'il existe i, j ∈ IN tels que f i(x) = f j(y). Montrez que :

a. ≡ est une relation d'équivalene.

b. Si x ≡ y, alors x et y ont le même yle attrateur et par onséquent

la même période.
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