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Modèles d'évolution stohastiques lassiques Modélisation stohastiqueNotion de motifAlphabet génétique : A = {A,C,G,T}
An : ensemble des motifs de longueur n sur A4n motifs de longueur ni , motif de longueur n : dans AnExemple : dinuléotidesMotifs de A2motif AA AC AG . . . TTordre 1 2 3 . . . 16 → i = AG ⇔ i = 3
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Modèles d'évolution stohastiques lassiques Modélisation stohastiqueModélisation stohastique d'évolution des gènesPrinipe de nos modèles stohastiques d'évolution de motifsExemple ave une séquene de dinuléotides :ModèlephysiqueSéquene init.AA,AA,AA,AA,AA ModèlestohastiqueProbabilités d'ourrene initiales à t = 0PAA(0) = 1,PAC (0), . . .
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Modèles d'évolution stohastiques lassiques Modélisation stohastiqueModélisation stohastique d'évolution des gènesPrinipe de nos modèles stohastiques d'évolution de motifsExemple ave une séquene de dinuléotides :ModèlephysiqueSéquene init.AA,AA,AA,AA,AAÉvolutionAA,AA,AC,AA,AA
ModèlestohastiqueProbabilités d'ourrene initiales à t = 0PAA(0) = 1,PAC (0), . . .Probabilités d'ourrene à t = 1, 2, . . .PAA(1) < 1,PAC (1) > 0,PAG (1) = 0

Extension des modèles stohastiques de substitution de nuléotides : approhe Kroneker 4/34



Modèles d'évolution stohastiques lassiques Modélisation stohastiqueModélisation stohastique d'évolution des gènesPrinipe de nos modèles stohastiques d'évolution de motifsExemple ave une séquene de dinuléotides :ModèlephysiqueSéquene init.AA,AA,AA,AA,AAÉvolutionAA,AA,AC,AA,AAAA,GA,AC,AA,AA
ModèlestohastiqueProbabilités d'ourrene initiales à t = 0PAA(0) = 1,PAC (0), . . .Probabilités d'ourrene à t = 1, 2, . . .PAA(1) < 1,PAC (1) > 0,PAG (1) = 0PAA(2) < 1,PAC (2) > 0,PGA(2) > 0,PAG (2) = 0
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Modèles d'évolution stohastiques lassiques Modélisation stohastiqueModélisation stohastique d'évolution des gènesPrinipe de nos modèles stohastiques d'évolution de motifsExemple ave une séquene de dinuléotides :ModèlephysiqueSéquene init.AA,AA,AA,AA,AAÉvolutionAA,AA,AC,AA,AAAA,GA,AC,AA,AAAA,GA,AC,AA,TA
ModèlestohastiqueProbabilités d'ourrene initiales à t = 0PAA(0) = 1,PAC (0), . . .Probabilités d'ourrene à t = 1, 2, . . .PAA(1) < 1,PAC (1) > 0,PAG (1) = 0PAA(2) < 1,PAC (2) > 0,PGA(2) > 0,PAG (2) = 0PAA(3) < 1,PAC (3) > 0,PGA(3) > 0,PTA(3) > 0,PAG (3) = 0Extension des modèles stohastiques de substitution de nuléotides : approhe Kroneker 4/34



Modèles d'évolution stohastiques lassiques Modélisation stohastiqueModélisation stohastique d'évolution des gènesPrinipe de nos modèles stohastiques d'évolution de motifsExemple ave une séquene de dinuléotides :ModèlephysiqueSéquene init.AA,AA,AA,AA,AAÉvolutionAA,AA,AC,AA,AAAA,GA,AC,AA,AAAA,GA,AC,AA,TAAA,AA,AC,AA,TA
ModèlestohastiqueProbabilités d'ourrene initiales à t = 0PAA(0) = 1,PAC (0), . . .Probabilités d'ourrene à t = 1, 2, . . .PAA(1) < 1,PAC (1) > 0,PAG (1) = 0PAA(2) < 1,PAC (2) > 0,PGA(2) > 0,PAG (2) = 0PAA(3) < 1,PAC (3) > 0,PGA(3) > 0,PTA(3) > 0,PAG (3) = 0PAA(4) < 1,PAC (4) > 0,PGA(4) = 0,PTA(4) > 0,PAG (4) = 0Extension des modèles stohastiques de substitution de nuléotides : approhe Kroneker 4/34



Modèles d'évolution stohastiques lassiques Modélisation stohastiqueÉquation di�érentielle d'évolutionNotationsi , j : deux motifs de taille nP∆t(j → i) : probabilité que j mute en i pendant ∆tPi(t) : probabilité d'ourrene de i au temps t
∆t su�samment petit pour avoir au plus une substitution pendantet intervalle de tempsProbabilité d'ourrene du motif i au temps t +∆tPi(t +∆t) =∑j Pj(t)× P∆t(j → i)
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Modèles d'évolution stohastiques lassiques Modélisation stohastiqueÉquation di�érentielle d'évolution
Dérivation P ′i (t) = lim

∆t→0 Pi(t +∆t)− Pi(t)
∆tP ′i (t) =∑j Pj(t)× P(j → i)− Pi(t)P(j → i) : probabilité de substitution instantanée d'un motif j enun motif i
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Modèles d'évolution stohastiques lassiques Modélisation stohastiqueÉquation di�érentielle d'évolutionP ′i (t) =∑j Pj(t)× P(j → i)− Pi(t)Pn(t) = [Pi (t)]4ni=1 : veteur olonne des probabilitésd'ourrene des 4n motifs de taille n
⇓ Notation matriielleP ′n(t) = Mn · Pn(t)− Pn(t) = (Mn − In)

︸ ︷︷ ︸An ·Pn(t)Mn : matrie de substitution (4n, 4n) telle que mi,j = P(j → i)In : matrie identité (4n,4n)An : matrie des taux de substitution instantanée (4n, 4n)Extension des modèles stohastiques de substitution de nuléotides : approhe Kroneker 7/34
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Modèles d'évolution stohastiques lassiques Modélisation stohastiqueMatrie des taux de substitution instantanée
Struture de la matrie A1 (nuléotides)ACGT A C G T







∗ a1,2 a1,3 a1,4a2,1 ∗ a2,3 a2,4a3,1 a3,2 ∗ a3,4a4,1 a4,2 a4,3 ∗





Éléments diagonaux : ai ,i = −

∑4j=1 aj ,iAinsi les olonnes somment à 0
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Modèles d'évolution stohastiques lassiques Modélisation stohastiqueMatrie des taux de substitution instantanée
Struture de la matrie A1 (nuléotides)ACGT A C G T
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Modèles d'évolution stohastiques lassiques Modélisation stohastiqueModèles de substitution de nuléotides utilisésModèle de substitution 1P : Jukes et Cantor, 1969






∗ α α α

α ∗ α α

α α ∗ α

α α α ∗





Toutes les substitutions ont un taux identique αModèle de substitution 2P : Kimura, 1980







∗ β α β

β ∗ β α

α β ∗ β

β α β ∗





Distintion entre les transitions α et les transversions βExtension des modèles stohastiques de substitution de nuléotides : approhe Kroneker 9/34



Modèles d'évolution stohastiques lassiques Modélisation stohastiqueModèles de substitution de nuléotides utilisésModèle de substitution 3P : Kimura,1981






∗ γ α β

γ ∗ β α

α β ∗ γ

β α γ ∗





Distintion entre :les transitions αles transversions de type I β (A↔T et C↔G)les transversions de type II γ (A↔C et G↔T)Notation des modèles de substitution1P, 2P, 3P : Modèles de substitution de nuléotides1PS, 2PS, 3PS : Modèles de substitution de motifsExtension des modèles stohastiques de substitution de nuléotides : approhe Kroneker 10/34



Modèles d'évolution stohastiques lassiques Modélisation stohastiqueRésolution analytique de l'équation di�érentielle d'évolutionRappel : Équation di�érentielle d'évolutionP ′n(t) = An · Pn(t)Quand la matrie des taux de substitution instantanée An estdiagonalisable : An = Qn · Dn ·Q−1nDn : matrie diagonale (4n, 4n) des valeurs propresQn : matrie (4n, 4n) des veteurs propresQ−1n : matrie inverse de QnExtension des modèles stohastiques de substitution de nuléotides : approhe Kroneker 11/34



Modèles d'évolution stohastiques lassiques Modélisation stohastiqueRésolution analytique de l'équation di�érentielle d'évolutionP ′n(t) = Qn · Dn · Q−1n · Pn(t)
⇓ Solution lassique (Lange, 2005)Pn(t) = Qn · eDn×t ·Q−1n · Pn(0)eDn×t : matrie diagonale des exponentielles des valeurspropres de An × tPn(0) : veteur des probabilités d'ourrene initiales des 4nmotifs de taille nExtension des modèles stohastiques de substitution de nuléotides : approhe Kroneker 12/34



Modèles d'évolution stohastiques lassiques Modélisation stohastiqueInversion du sens d'évolutionSens d'évolution diretPn(t) = Qn · eDn×t ·Q−1n · Pn(0)Pn(0) : Probabilités d'ourrene atuelles des motifsPn(t) : Probabilités d'ourrene futures des motifs
⇓ InversionSens d'évolution inverseP̃n(t) = Qn · e−Dn×t · Q−1n · P̃n(0)P̃n(t) : Probabilités d'ourrene passées des motifsP̃n(0) : Probabilités d'ourrene atuelles des motifsExtension des modèles stohastiques de substitution de nuléotides : approhe Kroneker 13/34



Modèles d'évolution stohastiques lassiques Modélisation stohastiqueComment déterminer les valeurs et veteurs propres de An ?
ProblèmeTaille des matries de substitution AnExempleMatrie de substitution A5 :410 = 1048576 termes
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Modèles d'évolution stohastiques lassiques Modèle 3PS : approhe lassique (BMF)Approhe lassique pour le modèle analytique 3PSPropriétés de la matrie de substitution An de type 3PSDéomposable en blosDéomposition partiulièreApprohe utilisée par Frey et Mihel (2006), Mihel (2007)Pour l'extension des modèles 2P et 3P aux dinuléotides ettrinuléotides :BMF : Fatorisation par Matries Blos (Tian et Styan, 2001)Extension des modèles stohastiques de substitution de nuléotides : approhe Kroneker 15/34



Modèles d'évolution stohastiques lassiques Modèle 3PS : approhe lassique (BMF)Exemple : matrie des taux de substitution instantanée A3
AAA AAC AAG AAT ACA ACC ACG ACT AGA AGC AGG AGT ATA ATC ATG ATT CAA CAC CAG CAT CCA CCC CCG CCT CGA CGC CGG CGT CTA CTC CTG CTT GAA GAC GAG GAT GCA GCC GCG GCT GGA GGC GGG GGT GTA GTC GTG GTT TAA TAC TAG TAT TCA TCC TCG TCT TGA TGC TGG TGT TTA TTC TTG TTTA A A - k g h f 0 0 0 e 0 0 0 d 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0A A C k - h g 0 f 0 0 0 e 0 0 0 d 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0A A G g h - k 0 0 f 0 0 0 e 0 0 0 d 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0A A T h g k - 0 0 0 f 0 0 0 e 0 0 0 d 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0A C A f 0 0 0 - k g h d 0 0 0 e 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0A C C 0 f 0 0 k - h g 0 d 0 0 0 e 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0A C G 0 0 f 0 g h - k 0 0 d 0 0 0 e 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0A C T 0 0 0 f h g k - 0 0 0 d 0 0 0 e 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0A G A e 0 0 0 d 0 0 0 - k g h f 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0A G C 0 e 0 0 0 d 0 0 k - h g 0 f 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0A G G 0 0 e 0 0 0 d 0 g h - k 0 0 f 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0A G T 0 0 0 e 0 0 0 d h g k - 0 0 0 f 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0A T A d 0 0 0 e 0 0 0 f 0 0 0 - k g h 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0A T C 0 d 0 0 0 e 0 0 0 f 0 0 k - h g 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0A T G 0 0 d 0 0 0 e 0 0 0 f 0 g h - k 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0A T T 0 0 0 d 0 0 0 e 0 0 0 f h g k - 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 bC A A  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 - k g h f 0 0 0 e 0 0 0 d 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0C A C 0  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 k - h g 0 f 0 0 0 e 0 0 0 d 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0C A G 0 0  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 g h - k 0 0 f 0 0 0 e 0 0 0 d 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0C A T 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 h g k - 0 0 0 f 0 0 0 e 0 0 0 d 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0C C A 0 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 f 0 0 0 - k g h d 0 0 0 e 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0C C C 0 0 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 f 0 0 k - h g 0 d 0 0 0 e 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0C C G 0 0 0 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 f 0 g h - k 0 0 d 0 0 0 e 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0C C T 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 f h g k - 0 0 0 d 0 0 0 e 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0C G A 0 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 e 0 0 0 d 0 0 0 - k g h f 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0C G C 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 e 0 0 0 d 0 0 k - h g 0 f 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0C G G 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 e 0 0 0 d 0 g h - k 0 0 f 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0C G T 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 e 0 0 0 d h g k - 0 0 0 f 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0C T A 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 d 0 0 0 e 0 0 0 f 0 0 0 - k g h 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0C T C 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 d 0 0 0 e 0 0 0 f 0 0 k - h g 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0C T G 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 d 0 0 0 e 0 0 0 f 0 g h - k 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0C T T 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 d 0 0 0 e 0 0 0 f h g k - 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 aG A A a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 - k g h f 0 0 0 e 0 0 0 d 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0G A C 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 k - h g 0 f 0 0 0 e 0 0 0 d 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0G A G 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 g h - k 0 0 f 0 0 0 e 0 0 0 d 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0G A T 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 h g k - 0 0 0 f 0 0 0 e 0 0 0 d 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0G C A 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 f 0 0 0 - k g h d 0 0 0 e 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0G C C 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 f 0 0 k - h g 0 d 0 0 0 e 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0G C G 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 f 0 g h - k 0 0 d 0 0 0 e 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 0 0G C T 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 f h g k - 0 0 0 d 0 0 0 e 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 0G G A 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 e 0 0 0 d 0 0 0 - k g h f 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0G G C 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 e 0 0 0 d 0 0 k - h g 0 f 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 0 0 0G G G 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 e 0 0 0 d 0 g h - k 0 0 f 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 0 0G G T 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 e 0 0 0 d h g k - 0 0 0 f 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 0G T A 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 d 0 0 0 e 0 0 0 f 0 0 0 - k g h 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0G T C 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 d 0 0 0 e 0 0 0 f 0 0 k - h g 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0 0G T G 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 d 0 0 0 e 0 0 0 f 0 g h - k 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0G T T 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 d 0 0 0 e 0 0 0 f h g k - 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 T A A b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 - k g h f 0 0 0 e 0 0 0 d 0 0 0T A C 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 k - h g 0 f 0 0 0 e 0 0 0 d 0 0T A G 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 g h - k 0 0 f 0 0 0 e 0 0 0 d 0T A T 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 h g k - 0 0 0 f 0 0 0 e 0 0 0 dT C A 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 f 0 0 0 - k g h d 0 0 0 e 0 0 0T C C 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 f 0 0 k - h g 0 d 0 0 0 e 0 0T C G 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 f 0 g h - k 0 0 d 0 0 0 e 0T C T 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 f h g k - 0 0 0 d 0 0 0 eT G A 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 e 0 0 0 d 0 0 0 - k g h f 0 0 0T G C 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 e 0 0 0 d 0 0 k - h g 0 f 0 0T G G 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 e 0 0 0 d 0 g h - k 0 0 f 0T G T 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 e 0 0 0 d h g k - 0 0 0 fT T A 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 d 0 0 0 e 0 0 0 f 0 0 0 - k g hT T C 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 d 0 0 0 e 0 0 0 f 0 0 k - h gT T G 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 d 0 0 0 e 0 0 0 f 0 g h - kT T T 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 d 0 0 0 e 0 0 0 f h g k -Extension des modèles stohastiques de substitution de nuléotides : approhe Kroneker 16/34



Modèles d'évolution stohastiques lassiques Modèle 3PS : approhe lassique (BMF)Exemple : matrie des taux de substitution instantanée A3
AAA AAC AAG AAT ACA ACC ACG ACT AGA AGC AGG AGT ATA ATC ATG ATT CAA CAC CAG CAT CCA CCC CCG CCT CGA CGC CGG CGT CTA CTC CTG CTT GAA GAC GAG GAT GCA GCC GCG GCT GGA GGC GGG GGT GTA GTC GTG GTT TAA TAC TAG TAT TCA TCC TCG TCT TGA TGC TGG TGT TTA TTC TTG TTTA A A - k g h f 0 0 0 e 0 0 0 d 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0A A C k - h g 0 f 0 0 0 e 0 0 0 d 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0A A G g h - k 0 0 f 0 0 0 e 0 0 0 d 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0A A T h g k - 0 0 0 f 0 0 0 e 0 0 0 d 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0A C A f 0 0 0 - k g h d 0 0 0 e 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0A C C 0 f 0 0 k - h g 0 d 0 0 0 e 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0A C G 0 0 f 0 g h - k 0 0 d 0 0 0 e 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0A C T 0 0 0 f h g k - 0 0 0 d 0 0 0 e 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0A G A e 0 0 0 d 0 0 0 - k g h f 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0A G C 0 e 0 0 0 d 0 0 k - h g 0 f 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0A G G 0 0 e 0 0 0 d 0 g h - k 0 0 f 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0A G T 0 0 0 e 0 0 0 d h g k - 0 0 0 f 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0A T A d 0 0 0 e 0 0 0 f 0 0 0 - k g h 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0A T C 0 d 0 0 0 e 0 0 0 f 0 0 k - h g 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0A T G 0 0 d 0 0 0 e 0 0 0 f 0 g h - k 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0A T T 0 0 0 d 0 0 0 e 0 0 0 f h g k - 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 bC A A  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 - k g h f 0 0 0 e 0 0 0 d 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0C A C 0  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 k - h g 0 f 0 0 0 e 0 0 0 d 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0C A G 0 0  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 g h - k 0 0 f 0 0 0 e 0 0 0 d 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0C A T 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 h g k - 0 0 0 f 0 0 0 e 0 0 0 d 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0C C A 0 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 f 0 0 0 - k g h d 0 0 0 e 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0C C C 0 0 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 f 0 0 k - h g 0 d 0 0 0 e 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0C C G 0 0 0 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 f 0 g h - k 0 0 d 0 0 0 e 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0C C T 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 f h g k - 0 0 0 d 0 0 0 e 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0C G A 0 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 e 0 0 0 d 0 0 0 - k g h f 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0C G C 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 e 0 0 0 d 0 0 k - h g 0 f 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0C G G 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 e 0 0 0 d 0 g h - k 0 0 f 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0C G T 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 e 0 0 0 d h g k - 0 0 0 f 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0C T A 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 d 0 0 0 e 0 0 0 f 0 0 0 - k g h 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0C T C 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 d 0 0 0 e 0 0 0 f 0 0 k - h g 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0C T G 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 d 0 0 0 e 0 0 0 f 0 g h - k 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0C T T 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 d 0 0 0 e 0 0 0 f h g k - 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 aG A A a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 - k g h f 0 0 0 e 0 0 0 d 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0G A C 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 k - h g 0 f 0 0 0 e 0 0 0 d 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0G A G 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 g h - k 0 0 f 0 0 0 e 0 0 0 d 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0G A T 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 h g k - 0 0 0 f 0 0 0 e 0 0 0 d 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0G C A 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 f 0 0 0 - k g h d 0 0 0 e 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0G C C 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 f 0 0 k - h g 0 d 0 0 0 e 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0G C G 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 f 0 g h - k 0 0 d 0 0 0 e 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 0 0G C T 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 f h g k - 0 0 0 d 0 0 0 e 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 0G G A 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 e 0 0 0 d 0 0 0 - k g h f 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0G G C 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 e 0 0 0 d 0 0 k - h g 0 f 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 0 0 0G G G 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 e 0 0 0 d 0 g h - k 0 0 f 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 0 0G G T 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 e 0 0 0 d h g k - 0 0 0 f 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 0G T A 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 d 0 0 0 e 0 0 0 f 0 0 0 - k g h 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0G T C 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 d 0 0 0 e 0 0 0 f 0 0 k - h g 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0 0G T G 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 d 0 0 0 e 0 0 0 f 0 g h - k 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0G T T 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 d 0 0 0 e 0 0 0 f h g k - 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 T A A b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 - k g h f 0 0 0 e 0 0 0 d 0 0 0T A C 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 k - h g 0 f 0 0 0 e 0 0 0 d 0 0T A G 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 g h - k 0 0 f 0 0 0 e 0 0 0 d 0T A T 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 h g k - 0 0 0 f 0 0 0 e 0 0 0 dT C A 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 f 0 0 0 - k g h d 0 0 0 e 0 0 0T C C 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 f 0 0 k - h g 0 d 0 0 0 e 0 0T C G 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 f 0 g h - k 0 0 d 0 0 0 e 0T C T 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 f h g k - 0 0 0 d 0 0 0 eT G A 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 e 0 0 0 d 0 0 0 - k g h f 0 0 0T G C 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 e 0 0 0 d 0 0 k - h g 0 f 0 0T G G 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 e 0 0 0 d 0 g h - k 0 0 f 0T G T 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 e 0 0 0 d h g k - 0 0 0 fT T A 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 d 0 0 0 e 0 0 0 f 0 0 0 - k g hT T C 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 d 0 0 0 e 0 0 0 f 0 0 k - h gT T G 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 d 0 0 0 e 0 0 0 f 0 g h - kT T T 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 d 0 0 0 e 0 0 0 f h g k -Extension des modèles stohastiques de substitution de nuléotides : approhe Kroneker 16/34
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Modèles d'évolution stohastiques lassiques Modèle 3PS : approhe lassique (BMF)Fatorisation de la matrie de substitution An par BMF
BMF : Fatorisation par Matries Blos (Tian et Styan, 2001)Struture en blos de la matrie de substitution AnAn =







B0 B1 B2 B3B1 B0 B3 B2B2 B3 B0 B1B3 B2 B1 B0
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Modèles d'évolution stohastiques lassiques Modèle 3PS : approhe lassique (BMF)Fatorisation de la matrie de substitution An par BMFAn = Fn−1 ·C0 0 0 00 C1 0 00 0 C2 00 0 0 C3 · Fn−1ave :C0 = B0 + B1 + B2 + B3C1 = B0 + B1 − B2 − B3C2 = B0 − B1 + B2 − B3C3 = B0 − B1 − B2 + B3et Fn−1 = 12 ·In−1 In−1 In−1 In−1In−1 In−1 −In−1 −In−1In−1 −In−1 In−1 −In−1In−1 −In−1 −In−1 In−1 Extension des modèles stohastiques de substitution de nuléotides : approhe Kroneker 18/34



Modèles d'évolution stohastiques lassiques Modèle 3PS : approhe lassique (BMF)Bilan de l'approhe lassique ave BMF
Avantage de la tehnique BMFCalul des valeurs propres relativement simpleInonvénients de la tehnique BMFNe donne pas les veteurs propresSpéi�que au modèle 3PS
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Modèle d'évolution analytique ave KronekerPlan
1 Modèles d'évolution stohastiques lassiques2 Modèle d'évolution analytique ave Kroneker3 Logiiel de reherhe : Stohasti Evolution of Geneti Motifs4 Référenes bibliographiques
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Modèle d'évolution analytique ave KronekerApprohe KronekerAve deux matries arrées X (m,m) et Y (n, n)Produit de KronekerX ⊗ Y =








x1,1 × Y x1,2 × Y . . . x1,m × Yx2,1 × Y x2,2 × Y . . . x2,m × Y... ... . . . ...xm,1 × Y xm,2 × Y . . . xm,m × YSomme de KronekerX ⊕ Y = X ⊗ In + Im ⊗ Yave In et Im deux matries identité de tailles respetives (n, n) et
(m,m)Extension des modèles stohastiques de substitution de nuléotides : approhe Kroneker 20/34



Modèle d'évolution analytique ave KronekerConstrution réursive de An de type 3PS ave KronekerConstruion réursive pour k de n à 1 :Ak =







Ak−1 n−k+1Ik−1 an−k+1Ik−1 bn−k+1Ik−1n−k+1Ik−1 Ak−1 bn−k+1Ik−1 an−k+1Ik−1an−k+1Ik−1 bn−k+1Ik−1 Ak−1 n−k+1Ik−1bn−k+1Ik−1 an−k+1Ik−1 n−k+1Ik−1 Ak−1 





⇓Ak =







0 n−k+1Ik−1 an−k+1Ik−1 bn−k+1Ik−1n−k+1Ik−1 0 bn−k+1Ik−1 an−k+1Ik−1an−k+1Ik−1 bn−k+1Ik−1 0 n−k+1Ik−1bn−k+1Ik−1 an−k+1Ik−1 n−k+1Ik−1 0 




⊕Ak−1
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Modèle d'évolution analytique ave KronekerConstrution réursive de An de type 3PS ave KronekerAn = ⊕nk=1NkAve Nk la matrie de substitution de nuléotides de type 3Passoiée au site k : Nk =







sk k ak bkk sk bk akak bk sk kbk ak k sksk = −(ak + bk + k)Extension des modèles stohastiques de substitution de nuléotides : approhe Kroneker 22/34



Modèle d'évolution analytique ave KronekerCalul des valeurs et veteurs propres de la matrie An (3PS)Diagonalisation : matrie de substitution de nuléotides Nk (3P)Nk = R · Sk · R−1ave Sk la matrie diagonale (4,4) des valeurs propres de Nk :Sk =







0 0 0 00 −2(ak + bk) 0 00 0 −2(ak + k ) 00 0 0 −2(bk + k)et R la matrie (4,4) des veteurs propres de Nk :R =







1 1 1 11 1 −1 −11 −1 −1 11 −1 1 −1Extension des modèles stohastiques de substitution de nuléotides : approhe Kroneker 23/34



Modèle d'évolution analytique ave KronekerCalul des valeurs et veteurs propres de la matrie An (3PS)Valeurs propresDn matrie diagonale des valeurs propres de An :Dn = ⊕nk=1SkVeteurs propresQn matrie des veteurs propres de An :Qn = ⊗nk=1R , et Q−1n = ⊗nk=1R−1
⇓Matrie des taux de substitution instantanéeAn = ⊗nk=1R · ⊕nk=1Sk · ⊗nk=1R−1Extension des modèles stohastiques de substitution de nuléotides : approhe Kroneker 24/34



Modèle d'évolution analytique ave KronekerSolutions analytiques ave l'approhe KronekerProbabilités d'ourrene analytiques des motifs de taille nPn(t) = ⊗nk=1(R · eSk t · R−1) · Pn(0)R : matrie (4,4) des veteurs propres de NkeSk t : matrie diagonale (4,4) des exponentielles des valeurspropres de NkR−1 : matrie inverse (4,4) de RPn(0) : veteur des probabilités d'ourrene initiales des 4nmotifs de taille nExtension des modèles stohastiques de substitution de nuléotides : approhe Kroneker 25/34



Modèle d'évolution analytique ave KronekerBilan de l'approhe Kroneker
Avantages de l'approhe KronekerCalul rapide des valeurs propresCalul rapide des veteurs propresValable pour des matries de substitution An di�érentes dutype 3PS
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Modèle d'évolution analytique ave Kroneker Solutions analytiques indépendantes ave 3PSSolution pour un motif i1 donné de taille n ave 3PSCaluls longs pour les motifs de grande tailleCas où l'on ne s'intéresse qu'à l'évolution de ertains motifsPi1(t) = 14n 4n∑i2=1 e∑nk=1 Lk [δ(i2 ,k)]t
×

4n∑i3=1( n∏k=1 (R [δ(i1, k), δ(i2, k)]× R [δ(i2, k), δ(i3, k)] )× Pi3(0))Ave :Lk = {0,−2(ak + bk ),−2(ak + k),−2(bk + k)}R , matrie (4,4) des veteurs propres de la matrie desubstitution de nuléotides (3P)
δ(i1, k) = ⌊ i1−14n−k ⌋ [4] + 1Extension des modèles stohastiques de substitution de nuléotides : approhe Kroneker 27/34



Modèle d'évolution analytique ave Kroneker Solutions analytiques indépendantes ave 3PSSolution pour un motif i1 donné de taille n ave 3PSCaluls longs pour les motifs de grande tailleCas où l'on ne s'intéresse qu'à l'évolution de ertains motifsPi1(t) = 14n 4n∑i2=1 e∑nk=1 Lk [δ(i2 ,k)]t
×

4n∑i3=1( n∏k=1 (R [δ(i1, k), δ(i2, k)]× R [δ(i2, k), δ(i3, k)] )× Pi3(0))Ave :Lk = {0,−2(ak + bk ),−2(ak + k),−2(bk + k)}R , matrie (4,4) des veteurs propres de la matrie desubstitution de nuléotides (3P)
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Modèle d'évolution analytique ave Kroneker Solutions analytiques indépendantes ave 3PSSolution pour un motif i1 donné de taille n ave 3PSCaluls longs pour les motifs de grande tailleCas où l'on ne s'intéresse qu'à l'évolution de ertains motifsPi1(t) = 14n 4n∑i2=1 e∑nk=1 Lk [δ(i2 ,k)]t
×

4n∑i3=1( n∏k=1 (R [δ(i1, k), δ(i2, k)]× R [δ(i2, k), δ(i3, k)])× Pi3(0))Ave :Lk = {0,−2(ak + bk ),−2(ak + k),−2(bk + k)}R , matrie (4,4) des veteurs propres de la matrie desubstitution de nuléotides (3P)
δ(i1, k) = ⌊ i1−14n−k ⌋ [4] + 1Extension des modèles stohastiques de substitution de nuléotides : approhe Kroneker 27/34



Modèle d'évolution analytique ave Kroneker Solutions analytiques indépendantes ave 3PSExemple : solution analytique pour le dinuléotide AGPAG(t) = P3(t) =
116 























































































































e0(P1(0) + P2(0) + P3(0) + P4(0) + P5(0) + P6(0) + P7(0) + P8(0)+P9(0) + P10(0) + P11(0) + P12(0) + P13(0) + P14(0) + P15(0) + P16(0))
+ e−2(a2+b2)t (−P1(0) − P2(0) + P3(0) + P4(0) − P5(0) − P6(0) + P7(0) + P8(0)
− P9(0) − P10(0) + P11(0) + P12(0) − P13(0) − P14(0) + P15(0) + P16(0))
+ e−2(a2+2)t (−P1(0) + P2(0) + P3(0) − P4(0) − P5(0) + P6(0) + P7(0) − P8(0)
− P9(0) + P10(0) + P11(0) − P12(0) − P13(0) + P14(0) + P15(0) − P16(0))
+ e−2(b2+2)t (P1(0) − P2(0) + P3(0) − P4(0) + P5(0) − P6(0) + P7(0) − P8(0)
+ P9(0) − P10(0) + P11(0) − P12(0) + P13(0) − P14(0) + P15(0) − P16(0))
+ e−2(a1+b1)t (P1(0) + P2(0) + P3(0) + P4(0) + P5(0) + P6(0) + P7(0) + P8(0)
− P9(0) − P10(0) − P11(0) − P12(0) − P13(0) − P14(0) − P15(0) − P16(0))
+ e−2(a1+b1+a2+b2)t (−P1(0) − P2(0) + P3(0) + P4(0) − P5(0) − P6(0) + P7(0) + P8(0)
+ P9(0) + P10(0) − P11(0) − P12(0) + P13(0) + P14(0) − P15(0) − P16(0))
+ e−2(a1+b1+a2+2)t (−P1(0) + P2(0) + P3(0) − P4(0) − P5(0) + P6(0) + P7(0) − P8(0)
+ P9(0) − P10(0) − P11(0) + P12(0) + P13(0) − P14(0) − P15(0) + P16(0))
+ e−2(a1+b1+b2+2)t (P1(0) − P2(0) + P3(0) − P4(0) + P5(0) − P6(0) + P7(0) − P8(0)
− P9(0) + P10(0) − P11(0) + P12(0) − P13(0) + P14(0) − P15(0) + P16(0))
+ . . .

+ e−2(b1+1+b2+2)t (P1(0) − P2(0) + P3(0) − P4(0) − P5(0) + P6(0) − P7(0) + P8(0)
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Modèle d'évolution analytique ave Kroneker Solutions analytiques indépendantes ave 3PSExemple : solution analytique pour le dinuléotide AGPAG(t) = P3(t) =
116 























































































































e0(P1(0) + P2(0) + P3(0) + P4(0) + P5(0) + P6(0) + P7(0) + P8(0)+P9(0) + P10(0) + P11(0) + P12(0) + P13(0) + P14(0) + P15(0) + P16(0))
+ e−2(a2+b2)t (−P1(0) − P2(0) + P3(0) + P4(0) − P5(0) − P6(0) + P7(0) + P8(0)
− P9(0) − P10(0) + P11(0) + P12(0) − P13(0) − P14(0) + P15(0) + P16(0))
+ e−2(a2+2)t (−P1(0) + P2(0) + P3(0) − P4(0) − P5(0) + P6(0) + P7(0) − P8(0)
− P9(0) + P10(0) + P11(0) − P12(0) − P13(0) + P14(0) + P15(0) − P16(0))
+ e−2(b2+2)t (P1(0) − P2(0) + P3(0) − P4(0) + P5(0) − P6(0) + P7(0) − P8(0)
+ P9(0) − P10(0) + P11(0) − P12(0) + P13(0) − P14(0) + P15(0) − P16(0))
+ e−2(a1+b1)t (P1(0) + P2(0) + P3(0) + P4(0) + P5(0) + P6(0) + P7(0) + P8(0)
− P9(0) − P10(0) − P11(0) − P12(0) − P13(0) − P14(0) − P15(0) − P16(0))
+ e−2(a1+b1+a2+b2)t (−P1(0) − P2(0) + P3(0) + P4(0) − P5(0) − P6(0) + P7(0) + P8(0)
+ P9(0) + P10(0) − P11(0) − P12(0) + P13(0) + P14(0) − P15(0) − P16(0))
+ e−2(a1+b1+a2+2)t (−P1(0) + P2(0) + P3(0) − P4(0) − P5(0) + P6(0) + P7(0) − P8(0)
+ P9(0) − P10(0) − P11(0) + P12(0) + P13(0) − P14(0) − P15(0) + P16(0))
+ e−2(a1+b1+b2+2)t (P1(0) − P2(0) + P3(0) − P4(0) + P5(0) − P6(0) + P7(0) − P8(0)
− P9(0) + P10(0) − P11(0) + P12(0) − P13(0) + P14(0) − P15(0) + P16(0))
+ . . .

+ e−2(b1+1+b2+2)t (P1(0) − P2(0) + P3(0) − P4(0) − P5(0) + P6(0) − P7(0) + P8(0)
+P9(0) − P10(0) + P11(0) − P12(0) − P13(0) + P14(0) − P15(0) + P16(0))]Extension des modèles stohastiques de substitution de nuléotides : approhe Kroneker 28/34
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Logiiel de reherhe : Stohasti Evolution of Geneti MotifsStohasti Evolution of Geneti MotifsCalul des probabilités d'ourrene analytiques de motifsgénétiquesCourbes d'évolutionMotifs de taille 1 à 5Sens d'évolution diret (présent-futur) et inverse(présent-passé)Solutions analytiques formelles et numériquesModèles d'évolution disponibles : 1PS, 2PS et 3PSn nom taille solutions analytiques formelles1 nuléotides 42×1 = 162 dinuléotides 42×2 = 2563 trinuléotides 42×3 = 40964 tetranuléotides 42×4 = 655365 pentanuléotides 42×5 = 1048576Extension des modèles stohastiques de substitution de nuléotides : approhe Kroneker 29/34
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